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Vorwort. 


In dem vorliegenden zweiten Teile des II. Bandes ist eine Reihe 
der einfacheren statisch unbestimmten, vollwandigen Systeme be- 
handelt, wie sie in mannigfaltigen Formen speziell in der Baupraxis 
vorkommen. Als Grundlage dienen die im ersten Teil dargestellten 
allgemeinen Verfahren. 

Die Lösungen der Aufgaben sind hiernach allgemein auf rech- 
nerischem Wege durchgeführt. In Anlehnung an die im ersten Teil 
behandelten Eliminationsverfahren ist insbesondere beim beiderseits 
eingespannten Rahmen auch auf jene in der Fachliteratur besonders 
beliebte Lösungsart näher eingegangen, welche teils auf zeichnerischen, 
teils auf rechnerischem Wege die Verwendung tunlichst einfacher 
Elastizitätsgleichungen anstrebt. Die verallgemeinerte rechnerische 
Grundlage läßt eine Anwendung auf andere Systeme ohne weiteres zu. 

Bei der Einfachheit der hier behandelten Systeme ließen sich die 
Endergebnisse der Rechnung meist in geschlossener Form darstellen, 
und zwar nicht nur für äußere Lasten, sondern auch für Temperatur- 
änderungen und Widerlagerverschiebungen. Infolgedessen stellt der 
vorliegende Teil zugleich eine Formelsammlung dar; jedoch ist auch 
die Herleitung aller Endergebnisse aus dem Text zu entnehmen. 

Die Darstellung der Resultate in geschlossenen Formeln ist natur- 
gemäß an bestimmte Voraussetzungen, wie insbesondere an die 
Symmetrie der Systeme gebunden. In jenen Fällen, wo bei Zahlen- 
rechnungen diese Voraussetzungen über die Querschnittsannahmen 
oder die Form der Systemachse nicht genau erfüllt sind, können die 
Ergebnisse höchstens noch als Annäherungen gelten, die bei manchen 
Aufgaben für erste Rechnungen gute Dienste leisten. 

Um aber auch für allgemeinste Fälle den Rechnungsgang zu 
erläutern, sind in den angefügten Beispielen, speziell in den Zahlen- 
rechnungen, auch beliebig gestaltete Systeme behandelt. 

Die Zahl der hierher gehörigen Aufgaben hätte sich noch beliebig 
erweitern lassen. Die vorliegenden Beispiele dürften indessen genügen. 
um die Verwendung der allgemeinen Grundlagen des ersten Teiles 
zu erläutern und damit den Weg für die Behandlung beliebiger 
Systeme zu zeigen. Auch die im dritten Teil dieses II. Bandes zu 
besprechenden verwickelteren Aufgaben, wie z. B. die Berechnung der 
Stockwerkrahmen, werden durch die vorliegenden Ausführungen vor- 
bereitet und sind durch einfache Fortsetzung der hier besprochenen 
Gedankengänge zu behandeln. 


VI Vorwort. 


Beim Durchrechnen der Zahlenbeispiele sowie beim Lesen der 
Korrektur haben mich die Herren Diplom-Ingenieure J. Mols, 
K. Müller, A. Konertz und St. Link in dankenswerter Weise unter- 
stützt. — Zu ganz besonderem Danke bin ich meinem Mitarbeiter, 
Herrn Dipl.-Ing. Mols, verpflichtet, welcher verschiedene Aufgaben 
dieses Teiles selbständig entwickelt und bearbeitet hat. 


Aachen, im Oktober 1922. 
Pirlet. 
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I. Abschnitt. 


Vollwandige Systeme mit geradlinigen Achsen. 


$1. Allgemeine rechnerische Unterlagen für die Bestimmung 
von Verschiebungen bei der Untersuchung statisch unbe- 
stimmter Systeme. 


Die Wahl des Grundsystems und der Überzähligen X ist 
von grundlegender Bedeutung für die Art und den Umfang der 
Rechnung. Es erscheint zweckmäßig, als Überzählige im allgemeinen 
nur Momente zu wählen. Das gegebene statisch unbestimmte System 
wird also dadurch in ein statisch bestimmtes Grundsystem verwandelt, 
daß man durch Anordnung von Gelenken die erforderliche Anzahl 
von Einspannungsmomenten beseitigt. Hierdurch läßt es sich in 
vielen Fällen erreichen, daß das Grundsystem sich ganz oder teil- 
weise aus einfachen Bal- 


ken zusammensetzt;. BB AI a ZZ TTTzZ 
ist dies der Fall beim 


Fig. 1a. 
kontinuierlichen Träger, 
wenn man die Stützen- Aa be be Ae 
momente als Überzäh- E, ae u e 
lige wählt (s. Fig. 1a Fig. 1b. 


und 1b). Bei Rahmen 
(Fig. 2) und Rahmen- 
gebilden tritt im 
Grundsystem außer 
dem einfachen Bal- 
ken auch der ein- 
seitig eingespannte 
Balken (Fig. 2b) bzw. 
der Dreigelenkbogen 
auf (Fig. 2c). HAN Z N 
Die Unbekannten Fig. 2a. Fig. Ze, 

X eines »v-fach sta- 

tisch unbestimmten Systems werden nach den Ausführungen im 
ersten Teil, $ 12, berechnet aus Quotienten von der Form: 


ax 
Xis =— KEN Pa e e e e e o .&) 


Pirlet, Statik. IL 2. 1 
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Hierin bedeuten sowohl der Zähler- wie der Nennerwert Verschie- 
bungen des Angriffspunktes i in Richtung von X, am v-fach sta- 
tisch unbestimmten Hauptsystem, und zwar der Zähler die Verschie- 
bung infolge der gegebenen äußeren Belastung (P) und der Nenner 
diejenige infolge ,—=1.— Die Werte [im.v] und [ii.v] werden 
stets rechnerisch als Summenausdrücke ermittelt. Um zu 
ihrer Darstellung zu gelangen, sollen zunächst einige allgemeine Unter- 
lagen hergeleitet werden. 

Anmerkung: Die Herleitung der folgenden allgemeinen Ausdrücke nebst 
ihrer Anwendung auf die hier behandelten Systeme könnte überflüssig erscheinen. 
Diese an sich einfachen Rechnungen sind indessen hier angegeben worden, 
weil sie für die Praxis des statischen Rechnens ein wertvolles Rüstzeug bilden. 
Die Endformeln gestatten eine schnelle Durchführung der Rechnungen und 
sind nicht nur bei den im folgenden behandelten Aufgaben, sondern auch bei 
der Untersuchung sonstiger, häufig vorkommender Tragwerke zu verwenden. 

Daß derartige Hilfsmittel zur raschen Ermittlung statischer Größen einem 
vielfach empfundenen praktischen Bedürfnis entsprechen, zeigen die in letzter 
Zeit erschienenen Formelsammlungen. (Vgl. z. B. Kleinlogel, Rahmenformeln.) 

Jedenfalls erscheint es angebracht, derartige Rechenergebnisse nur in 
Verbindung mit ihrer Ableitung vorzulegen. Darum sind hier die ohnehin 
nötigen allgemeinen Entwickelungen so weit ausgedehnt, daß eine Reihe von 
Formeln gewonnen wurde, die bei einiger Übung auch für die Erledigung 
vieler sonstiger Aufgaben des statischen Rechnens geeignet erscheinen. 

Die Angaben der dem Verfasser bekannt gewordenen Formelsammlungen 
sind im wesentlichen mitsamt ihrer Herleitung aus den nachstehenden Ent- 
wickelungen direkt zu entnehmen oder aber an Hand der hier angegebenen 
Unterlagen ohne weiteres abzuleiten. 


a) Geschlossene Ausdrücke für die Verschiebungen 
[ii.v] und Jam cl 


Der Nennerwert [ii.v] der Gleichung (1) wird gefunden nach 
der Gleichung: 


D SN J” 
WC? = fa, | Zar M, — 1), 
EJ [ii r| = ës de ST A: M;ds- ) 


Hierin bedeuten: 
M; die Momente infolge der Last X,—=1 am statisch bestimmten 
Grundsystem CU. Fläche) und 
Mi.» die Momente infolge der Last X; „=i am r-fach statisch 
unbestimmten Hauptsystem (M;.,-Fläche). Die Ermittelung 
der M;.,-Fläche wird im folgenden bei jedem Beispiel er- 
läutert. 

Bei den hier zunächst in Betracht kommenden Systemen mit 
geradlinigen Achsen verlaufen die M,- und M,,-Fläche geradlinig 
über die einzelnen Systemteile. In diesem Falle ist die Auswertung 
des Integralwertes [ii.v] sehr einfach. Die Unterlagen hierfür finden 


1) Diese Gleichung vernachlässigt den Einfluß der Normalkräfte N und 
Querkräfte Q, der im allgemeinen von geringem Einfluß auf das Endergebnis 
ist. J’ bedeutet ein beliebiges konstantes Trägheitsmoment. Der Faktor ÆJ’ 
kann, da er bei allen Verschiebungen konstant ist und daher auf das End- 
ergebnis X keinen Einfluß hat, fortgelassen werden. 
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sich im ersten Teil dieses Bandes, $ 7, sollen jedoch der Vollständig- 
keit halber noch einmal zusammengestellt werden. 
Beim allgemeinsten Fall verlaufen 


beide Momentenflächen trapezförmig m? 
über die Strecke s (s. Fig. 3) Die o S 
Endordinaten der M,-Fläche seien AM 
und M;”, diejenigen der M;.,-Fläche i S 


1 
Mi, und A, Es wird dann, wenn r 
Sec s2 ist (vgl. I. Teil, S. 58 f): x VAR 
s y 
[iiv] = fa; Mi.» "des 
0 
p 
[65.00 È [M RAR, 40%) +0 (er, +), | 
oder , > (2) 
hir] SD, GA u) +mf,@M" LA... l 


Einige häufiger vorkommende Sonderfälle sind zusammen- 
gestellt in folgender Tabelle I. 


Tabelle I. 


Sonderfall Momentenflächen | NM 


r 
a |MY = M = M; |F ML.» Mea) 


b |y=M, M'=—-M; 6-60. — Mr) 


e |W =0, Miz Ai $- Mi (Mi » +2 Mf) 


M; = MI = Al, 
e e. A Mi.» 


1* 
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. Sonderfall Momentenflächen | lii. 


M! „= Mi, = Mi.» 
u, wn | Te |, 
ê A =0, M? = Mi. y EN Mi.» 
Te 
g M: =0, M/'=M; Te By 
Mis M. Mi,=0 Dip 


Mit Hilfe dieser Tabelle I läßt sich der Nennerwert nach Ermittelung 
der M,- und A. Fläche angeben'). 

Der Zählerwert [im.v] der Gleichung (1) wird gefunden aus 
der Gleichung: 


oja 


- M; - Mi.» 


EN 


: T 

[im.”»] = Mo Aide z. 
(Auch hier ist, wie in der Gleichung für [ii.»], der konstante Faktor 
EJ’ fortgelassen und der Einfluß der Normal- und Querkräfte ver- 
nachlässigt.) 

Bezüglich der M,-Fläche (Momentenfläche infolge der äußeren 
Belastung am Grundsystem) unterscheiden wir zwei Fälle: 

Erstens: Die M,-Fläche erstreckt sich nur über den belasteten 
einfachen Balken. 

Zweitens: Durch die Auflagerdrücke des belasteten einfachen 
Balkens werden noch weitere Systemteile auf Biegung beansprucht, 
so daß sich die M,-Fläche auch über diese erstreckt. 

' Der erste Fall tritt z. B. 
ein, wenn das Grundsystem aus 
einer Reihe einfacher Balken be- 
steht (Fig. 4) Die My Fläche 
erstreckt sich nur über den be- 
lasteten einfachen Balken AB. 
Das Integral: 

finitas? 
ist also auch nur über diesen Balken AB auszudehnen. 


Fig. 4. M,-Fläche. 


1) Man kann den Nenner auch aus den Verschiebungen des Grundsystems 
ermitteln, durch fortgesetzte Anwendung der Gleichung (vgl. Erster Teil, $ 13): 


, [ir —1] j 
T en Tann, NN gr 
BR rl 
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Der zweite Fall ist z.B. vorhanden bei dem nach Fig. 5 be- 
lasteten Rechteckrahmen. Hier wird durch die Last P nicht nur der 
rechte Ständer beansprucht, sondern, infolge des durch den oberen 
Riegel vom rechten auf den linken Ständer 
übertragenen Auflagerdruckes, auch dieser 
linke Ständer, der ein unten eingespannter 
Balken ist. Die M,-Fläche hat also- die in 
Fig. 5 angegebene Form. Das Integral 


J 
fan M;.dsT 


erstreckt sich in diesem Falle über die bei- 
den Ständer. 

Bezüglich der M; „-Fläche neh- 
men wir wieder an, daB sie auf 
der Strecke l trapezförmig verläuft 
und die Endordinaten Ai, undM/’, 
hat (Fig. 6). An einer Stelle x (vom 
rechten Auflager gemessen) ist 
dann: Fig. 6. Mi.,-Fläche. 


MM -Flöche 


Mr = Mis E +M (1— $). 


Setzt man diesen Wert M; „ in die Gleichung für [im.v] ein, so er- 
hält man: 
l 


e e = z\], A 
[im.»] =f, [m H Uy H = 3] d& 7 
0 


l l 
, x zm 
= Mi.» 7J fa T dæ- Mi", T Ja: =) dr 
0 


lem. als HI, p14 Mil e E en ag e S (3) 
Hier ist 
l 
J’ x 
ne [mga | 
und l 9 
J’ X 
P2 = Ee Ji J dx . D e e . D .- o j 


Bei Temperaturänderungen ergeben sich die Unbekannten 
aus Quotienten von der Form: 


1) Da die Werte M, je nach der äußeren Belastung verschieden sind, so 
ändern sich naturgemäß auch die Werte e, und ¢, mit der äußeren Belastung. 
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Ié. sl 
fii. r] 

Bei ungleichmäßiger Erwärmung KR wir den Zähler- 
wert [it.v] aus der Gleichung (vergl. I. Teil $ 7 


Xis = — 


GE : 


Darin ist &e der Wärmeausdehnungskoeffizient des Materials, 
t die Wärmeänderung im Schwerpunkt, At der Wärmeunterschied 
zwischen oberem und unterem Querschnittsrand und h die Höhe des 
Querschnitts. (Wir bestimmen auch hier die E-J’-fachen Verschie- 


bungen.) — Ist der Wert ZI auf der ganzen Balkenlänge konstant, 


so wird, wenn wir lediglich das erste Glied vorstehender Gleichung 
berücksichtigen: 


[it. v] =E ft Ja vås. 


Das Integral f M; „ds ist der Inhalt der Momentenfläche (M;.,- 
Fläche), bat also bei trapezförmiger Gestalt der Momentenfläche 


den Wert 
EG 
SECHER l D 


Es ist damit 
dt l 


a E n , 
[it. sj. 5 it M. „EI. 


Bei gleichmäßiger Wärneknderung um den Wert t erhält 
man mit ät=0 und konstanten N;.. 


[it.v]= EJ’ J Ni.» e-tọ ds =€- tp' Na EJ’. 
Allgemein gilt also die Gleichung 


At ; 
[it. dei Sa. + Mr v) EJ -H e-tol -Nix BJ. (5) 


Bei Widerlagerverschiebungen lautet die Gleichung für 
den Wert X;., (vergl. I. Teil § 16): 


nz lii. v] 
darin ist 
lim. vr] =— NX L.n [lwr] BI, . (6) 


L;., sind die Auflagerreaktionen des v-fach statisch unbestimmten 
Hauptsystems infolge X; „= 1; [lw.»] sind die (gegebenen oder be- 
obachteten) Verschiebungen der Auflagerpunkte in Richtung dieser 
Auflagerreaktionen Thys 
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* b) Entwickelung des für den Zählerwert Liam. xl gefundenen 
Ausdrucks bei verschiedenen Belastungsfällen. 


Als äußere Belastungen kommen in der Praxis hauptsächlich 
in Betracht Einzellasten, gleich- oder dreieckförmig verteilte Be- 
lastungen, Momente, sowie Zusammensetzungen aus diesen Be- 
lastungsarten. 

cl Für eine Einzellast P im 
Abstande & vom rechten Auflager 
(Fig. 7) hat die Momentenfläche 
die Form eines Dreiecks mit der 
größten Ordinate unter der Last 
P. An. einer Stelle x sind die 
Ordinaten: 


x 


T 


Für 2<E: ww ri) 


a: Zë ri )-Pilı- ZS 


Der Integralwert p, (vergl. e 5) nimmt also folgende Form an: 


Zw Fans fargas 


EE 


Daraus ergibt sich nach POPO e Umformung, wenn 


mE Ch EI 
9,77 "Il: 


ei ist: 
Der Poos wen Q, erhält die ee Form: 


EE EE ch &)a2, 
-zalijepe Tun) 
1 Bo D EN li e? 
ba D 8 eu x 5 1 
EI a "Zeie Ze 
Dies ist ‚dieselbe Form, wie wir sie oben für o, gefunden haben, 


wenn man x für x und & für E einsetzt. Man erhält also als 
Resultat: 
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PUET Ewe" m; 3 2 dl 
=> == te, 
97 7L Se? 6 SI? 1 


Die für eine Einzellast P gefundenen Werte o, und p, schreiben wir: 


PUY 
$, = 6 WAT 
.(7 
, PUIU | ( a) 
m 2 
Darin ist: 
5 SC: 
EECH 
i RW z . (7b) 
=—9 =S = 
E lu ll 1)" 
Der Zählerwert (a al hat also die Form: 
lim. r= ZZ (e, Leni. ei 
Die Werte c und c, sind in Tabelle II (S. 13) für die ver- 
E 1 . 100 
schiedenen Abstandsverhältnisse T von 100 bis 100 zu- 


sammengestellt. Es sind für beide Werte nur die 50 ersten 
Zahlen angegeben, da für die folgenden Zahlen von 51 bis 100 die 
Werte c, gleich den entsprechenden Werten c, der Zahlen von 
49 bis 1 sind. 

Die Auflagerdrücke des einfachen Balkens (Fig. S sind für eine 
Einzellast 


= 
A=P-7; SPIEL 


TE EE , f) Für eine gleichförmig ver- 
j | teilte Belastung von der Größe p für 
4 Z we g die Längeneinheit (Fig. 8) werden die 
x Werte p, und p, wie folgt gefunden. 
e = Die Last p möge auf der Strecke £ 
Fig. 8. wirken. An der Stelle x wirkt auf dem 


Streckenelement dx eine Last p-dx als 
Einzellast im Abstande x vom rechten Auflager. Für diese Einzellast 
ist nach den vorigen Ergebnissen: 


Waef, AG UE Ak 
u bh KR 3-6) 
x x x II 
1-0) is Zo 


Integriert man diese Ausdrücke über die Strecke E. so erhält 
man die Werte » für die auf der Strecke £ gleichmäßig verteilte 
Last. Nach gehöriger Vereinfachung ergibt sich: 
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ll z ch peU DA 
a= ET le 0 
dë x x pErV/[E E\? 
er 1-27) 24 Kl ( ek 


Wir schreiben: 


peU _ 
nah l 

per e, DA 
gece Be | 


Darin ist: 


. (9b) 


Der Zählerwert [im.»] hat also die Form: 
2 77 
mP E E MY, ky 22.2.0) 


Die Werte k, und k, sind für die Abstandsverhältnisse 


1 100 
— bis —i : 4 
von 100 is 100 in der Tabelle III (S 14) zusammengestellt 


Die Auflagerdrücke für gleichförmig verteilte Streckenlast (Fig. 8) 


ES £ £ 
2E, setie- 


y) 1. Für eine dreieckförmig verteilte Last, die auf einer 
Strecke vom rechten Auflager aus 
wirkt, so daß die größte Ordinate p 


sind: 


über dem Auflager liegt (Fig. 9), er- ! In 

mitteln wir die Werte ọ wie folgt. 4 h ` 8 
Für eine Stelle x vom rechten ME | 

Auflager aus gemessen ist de Be- —°°ı TI 


lastungsordinate: 


Für eine als Einzellast zu denkende Last p (1-3) dx (auf dem 


Streckenelement dx) ist dann: 


WW EA: R 
ip =" HERH 


SE SEI H z) 
= —] — — — —— Ke š 
do, S 1 EJT 1 7 7 dr 
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Durch Integration der Werte über die Strecke £ erhält man die für 
dreieckförmige Belastung gültigen Werte: 


_ Si Is Ile —&]} 
P=) ET T ET elf” 


Wir schreiben: 


e BE A a 
1 e 
wi f . (11a) 
m... 
P= zo e j 
Darin ist: 
n= -sG | 
d . (1b) 
CCS 
S VU C H l d 
Der Zählerwert [im.v] hat also die Form: 
[im al Bt (Misri LI. äh... 0 
Die Werte r, und r, sind in Tabelle IV (8.15) für die 
= e 3 1 . 100 
Abst Zen bie — lt. 
bstandsverhältnisse 1 i00 O" T00 zusammengestellt 
Die Auflagerdrücke betragen: 
=E ($) EI —$) 
Ce At ATT 
2. Für eine dreieckförmig ver- 
teilte Belastung mit der größten u eme: 
Ordinate p im Abstande E vom rech- í | 
ten Auflager und der Spitze über dem r ! 
Auflager (Fig. 10) erhalten wir die 4 Lë 
Werte o durch Subtraktion der unter = z > 


y, 1 gefundenen Werte o von den Fig. 10. 
unter D gefundenen. 


Man erhält: 
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DÉI ` per `" pẹl, 
az mn). 
_ perl SÉ EE e 
Pa= zg bag Rn) 


Aus den Gleichungen Kë und (11®) findet man: 
Par BE 2 EI Ce EA 


(15 k, — r, 
Wir schreiben: 


per 
E OT | 
er í . (13a) 
ie Seil 
darin ist: f 
säi aalt cl E BR 
CEO 


Der Zählerwert [im.»] hat dann die Form: 
lim. 1 a (htm, t) 08) 


Die Werte i, und LG sind in Tabelle V (S. 16) für die Ab- 
E 1 ._ 100 


standsverhältnisse 5 von 700 bis 100 zusammengestellt. 
Die Auflagerdrücke betragen: Fig. 11. 
DEI — 
LEI pl EC Al pe% Zem 
A= 3 \7)° Bussen 5 3 27 A | E 


ô) Bei Belastung durch 
ein im Abstande E vom rech- 
ten Auflager angreifendes 
(linksdrehendes) Moment 
(Fig. 11) erhalten wir für M, im 
Abstande x vom rechten Auflager 
folgende Werte (Fig. 11a): 
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Man erhält unter Anwendung der Guer (4): 


= d Tel SEET Mix, 


ET ae 


oder, wenn man den Wert «=1—x und dëi = — de einsetzt: 


a5, fuh) EN Beamer ” 


Nach antepischenller Umformung En wir: 


Mr Pi 
Ze b = KR 


MI al MY [ ( af 
= — — =] | = — 1—3|i— -= . 
Pe 6 | dr | 6 H 
Wir schreiben 
MV ) 
We" S1, I 
La . (15a 
m, (15) 
p= "74 


Darin ist: 


tn... (db) 
»—1-3(1-5). | 


Der Zählerwert [im.v] hat dann die Form: 


1 
lim.) = UE Mts). o - (16) 
In Tabelle VI (S. 17) sind die Werte s, und s, für die 
4 1 . 100 
verschiedenen Abstandsverhältnisse z yon 100 bis Too 2: 
gegeben. 
Die Auflagerdrücke betragen: 
A J 
a=; Ba 


Aus den vorstehend ermittelten Werten £, und o, für die 
fünf Hauptbelastungsfälle lassen sich für spezielle Belastungsfälle 
die entsprechenden Formeln leicht ableiten. In Tabelle VII (8.18und 19) 
sind auch für einige häufiger vorkommende Sonderfälle die Ergeb- 
nisse für den Zählerwert [im.v] eingetragen. 
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Tabelle II. F i 
Werte c, und c, für die Abstandsverhältnisse 7 yon 100 bis Sen 
1007 e ` e | 
0 0,000000 | 0,000000 | 100 
H 0,009999 | 0,019701 | 99 
2 0,019992 | 0,038808 | 98 
3 0,029973 | 0,057327 | 97 
4 0,0399386 | 0,075264 | 96 
5 0,049875 | 0,092625 | 95 
6 0,059784 | 0,109416 | 94 
T 0,069657 | 0,125643 93 
8 0,079488 | 0,141312 | 92 
9 0,089271 | 0,156429 | 91 
10 0,099000 | 0,171000 |© 90 
11 0,108669 | 0,185031 | 89 
12 | 0,118272 | 0,198528 og 
13 0,127803 | 0,211497 | 7 
14 | 0137256 | 0223944 | Së 
15 0,146625 | 0,235875 | Ss 
16 0,155904 | 0,247296 | 84 
7 0,165087 | 0,258213 o 
18 0,174168 | 0,268632 | 82 
19 0,183141 | 0,278559 | 81 
20 0,192000 | 0,288000 20 
21 0,200739 | 0,296961 | 7 
22 0,209852 | 0,305448 78 
23 0,217833. | 0,313467 77 
24 0,226176 | 0,321024 | 76 
25 0,234375 0,328125 |. 75 
26 0,242424 | 0,834776 | 74 
27 0,250317 | 0,340983 | 73 
28 0,258048 | 0,346752 | 72 
29 0,265611 0,352089 71 
30 0,273 000 0,357000 | 7 
31 0,280209 ; 0,361491 69 
32 0,287232 | 0,365568 | 68 
33 0,294063 ` 0,369237 | e 
34 0,300696 0,372504 | op 
35 0,307125 , 0.875875 e 
36 0,813344 | 0,377856 | 64 
37 0,319347 | 0,379953 ` 63 
33 0,325128 0,381672 62 
39 0,330681 | 0,883019 | 6l 
40 0,336000 ; 0,384000 ` en 
41 0,341079 | 0,384621 59 
42 0,845912 | 0,384888 | 58 
43 ` 0,8504983 0384807 57 
44 0,354816 | 0,384384 | Ap 
45 0,358875 | 0,388625 55 
46 0,362664 | 0,382536 54 
47 0,366177 | 0,381123 53 
48 0,369408 | 0,879892 | 52 
49 0,372351 0,877349 | 51 
50 0,875000 | 0,875000 | 50 


Ca | (A : 1003 
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Tabelle II. 
e 2 hältni D 1 bi 100 
Werte k für die Abstandsverhältnisse ] von 100 is 100° 
100 T A i ka 100 T | k, | ky 

1 0,000 200 | 0,000396 EN 0,452 548 0,577448 

2 0,000800 | 0,001568 52 0,467 684 0,592 284 

3 0,001799 | 0,003493 58 0,482895 | 0,606997 
4 0,003197 0,006147 54 0,498169 | 0,621575 

5 0,004994 0,009 506 55 0,518494 | 0,636006 

6 0,007 187 0,013549 56 0,5283855 | 0,650281 

7 0,009 776 0,018252 57 0,544240 | 0,664388 
8 0,012759 0,023593 58 0,559635 | 0,6788317 

9 0,016 134 0,029550 59 0,575026 0,692 058 
10 0,019900 0,036100 60 0,590400 0,705 600 
11 0,024. 054 0,043 222 61 0,605742 — 0,7189834 
12 0,028 598 0,050895 62 0,621037 | 0,732051 
13 0,033514 0,059098 63 0,686270 | 0,744942 
14 0,038816 0,067808 64 0,651428 | 0,757596 
15 0,044494 0,077006 65 0,666494 | 0,770006 
16 0,050545 0,086671 66 0,681453 | 0,782163 
17 0,056 965 0,096 783 67 0,696289 | 0,794059 
18 0,063750 0,107822 68 0,710986 | 0,805686 
19 0,070897 0,118267 69 0,725529 | 0,817085 
2 0,078400 0,129600 70 0,789900 | 0,828100 
21 0,086255 0,141301 71 0,754083 | 0,888873 
22 0,094457 0,153 351 72 0,768 061 0,849 347 
23 0,103002 0,165 730 73 0,781818 0,859514 
24 0,111882 0,178422 74 0,795334 0,869370 
25 0,121094 0,191406 75 0,808594 0,878906 
26 0,130630 0,204666 76 0,821 578 0,888 118 
27 0,140486 0,218182 77 0,834270 0,896 998 
28 0,150653 0,231 939 78 0,846 649 0,905 543 
29 0,161 127 0,245 917 79 0,858 699 0,913 745 
30 0,171900 0,260 100 80 0,870 400 0,921 600 
31 0,182 965 0,274471 81 0,881 733 0,929 103 
32 0,194314 0,289014 82 0,892673 | 0,936250 
33 0,205 941 0,303 711 83 0,903217 | 0,943 035 
34 0,217 837 0,818547 84 0,918329 0,949 455 
35 0,229994 0,333 506 85 0,922994 0,955 506 
36 0,242 404 0,348 572 86 0,932192 | 0,961184 
37 0,255 058 0,363 730 87 0,940 902 0,966 486 
38 0,267 949 0,378963 83 0,949105 | 0,971407 
39 0,281 066 0,394258 89 0,956778 | 0,975 946 
40 0,294 400 0.409 600 90 0,963900 | 0,980100 
41 0,307 942 0,424974 91 0,970450 | 0,983866 
42 0,321 683 0,440365 92 0,976407 0,987241 
43 0,335 612 0,455 760 93 0,981 748 0,990 224 
44 0,349 719 0,471145 94 0,986 451 0,992 813 
45 0,363 994 0,486 506 95 0,990 494 0,995 006 
46 0,378425 0,501831 . 96 0,993 853 0,996 800 
47 0,393003 0,517105 97 0,996 507 0,998 201 
48 0,407 716 0,532316 98 0,998 432 0,999 200 
49 0,422 552 0,547452 99 0,999 604 0,999 800 
50 0,437 500 0,562500 100 1,000 000 1,000 000 
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Tabelle IV. 
Werte r für die Abstandsverhältnisse & von E? bis u 
l 100 100 ` 
100 T Ti Ta 100 T r, Ta 

1 0,001 000 0,001 985 5l 2,398 044 3,415191 

2 0,004000 0,007 880 52 2,484652 3,518228 

3 0,008 998 0,017597 53 2,572286 3,621559 

4 0,015992 0,031 048 54 2,660903 3,725 132 

5 0,024981 0,048 144 55 2,750481 3,828 894 

6 0,035961 0,068799 56 2,840965 3,982795 

7 0,048 928 0,092 927 57 2,982320 4,036 785 

8 0,063877 0,120 443 58 3,024505 4,140815 

9 0,080 803 0,151262 59 3,117479 4,244836 
10 0,099700 0,185 300 60 3,211200 4,348 800 
11 0,120 561 0,222474 61 3,305 625 4,452 660 
12 0,143 378 0,262 702 62 3,400 710 4,556370 
13 0,168143 0,305 902 63 3,496411 4,659 884 
14 0,194 848 0,351 992 64 3,592 684 4,763156 
15 0,223 481 0,400 894 65 3,689481 4,866 144 
16 0,254 034 0,452526 66 3,786 758 4,968 802 
17 0,286 494 0,506811 67 3,884466 5,071089 
18 0,320851 0,563 669 68 3,982 559 5,172961 
19 0,857 090 0,623 028 69 4,080 986 5,274379 
20 0,395200 0,684800 70 4,179700 5,875300 
21 0,435166 0,748919 71 4,278650 5,475 685 
22 0,476 972 0,815308 72 4,377 784 5,575496 
23 0,520 605 0,883 890 73 4,477053 5,674692 
24 0,566047 0,954593 74 4,576 403 5,173 287 
25 0,618281 1,027 344 75 4,675 781 5,871 094 
26 0,662291 | 1,102069 76 4,175185 5,968225 
27 0,718057 | 1,178698 77 4,874409 |, 6,064596 
28 0,765560 1,257160 T7 4,973548 | 6,160172 
29 0,819782 1,337383 79 5,072497 | 6,254917 
30 0,875700 1,419300 80 5,171200 | 6,3848800 
31 0,983 294 1,502841 sl 5,269598 | 6,441787 
32 0,992 543 1,587 937 82 5,367 635 6,533 845 
33 1,053 422 1,674523 83 5,465 250 6,624 945 
34 1,115910 1,762 580 84 5,562386 6,715054 
35 1,179981 1,851894 85 5,658981 6,804144 
36 1,245612 1,942 548 86 5,754976 6,892184 
37 1,312775 2,034430 87 5,850807 6,979148 
38 1,381446 2,127474 88 5,944914 7,065006 
39 1,451597 2,221618 89 6,038783 7,149732 
40 1,523 200 2,816800 90 6,131700 7,283300 
41 1,596227 2,412958 91 6,223751 7,315684 
42 1,670649 2,510081 92 6,814821 7,396859 
43 1,746 436 2,607959 93 6,404844 7,476801 
44 1,823557 2,7106683 94 6,493758 7,555487 
45 1,901 981 2,806 144 95 6,581481 7,632894 
46 1,981676 2,906284 96 6,667 960 7,709000 
47 2,062610 3,007 045 97 6,753122 7,183 783 
48 2,144748 3,108372 98 6,836 896 7,857 224 
49 2,228056 3,210209 99 6,919212 7,929303 
50 2,812500 3,812500 100 7,000000 8,000 000 
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Tabelle V. 
ür die Abstandsverhältnisse © L mm E 
Werte t für die standsverhältnisse 7 von og 100° 
1007 | b | tə 1007 | t ta 

1 0,002000 | 0,003955 51 4,890176 5,246 529 

2 0,007998 | 0,015642 52 4,580606 | 5,366084 

3 0,017990 | 0,034795 53 4,671142 | 5,483393 

4 0,031969 ; 0,061151 54 4,8116383 5,598487 

5 0,049925 ` 0,094450 55 4,951925 5,711200 

6 0,071844 | 0,134436 56 5,091860 5,821420 

7 0,097 712 0,180853 57 5,281280 5,929085 

8 0,127508 `. 0,2338452 58 5,870020 6,033940 

9 0,1612138 | 0,291982 59 5,507917 6,186028 
10 0,198800 | 0,356200 60 5,644800 6,285200 
11 0,240243 | 0,425862 61 5,780499 6,331356 
12 0,285512 | 0,500728 62 5,914840 6,424400 
13 0,334572 | 0,580562 68 6,047 645 6,514240 
14 0,887390 | 0,665130 64 6,178734 6,600786 
15 0,443925 | 0,754200 65 6,807925 6,683 950 
16 0,504136 ` 0,847544 66 6,435082 6,763 648 
17 0,567977 | 0,944938 67 6,559865 6,889800 
18 0,635403 | 1,046157 68 6,682235 6,9128325 
19 0,706361 ` 1,150984 69 6,801 945 6,981150 
20 0,780800 | 1,259200 H 6,918800 7,046200 
21 0,858662 | 1,370593 71 7,082598 | 7,107407 
22 0,9839889 | 1,484951 72 7,143187 | 7,164703 
28 1,024419 | 1,602066 7 7,250211 | 7,218024 
24 1,112187 | 1,721733 74 7,8538611 7,267309 
25 1,2038125 !: 1,843750 75 7,4538125 7,312500 
26 1,297163 | 1,967917 76 7,548539; 7,858541 
27 1,394227 |; 2,094038 77 7,6396385 7,890380 
28 1,494241 | 2,221919 78 7,726193 7,422967 
29 1,597126 | 2,851369 79 7,807990 7,451255 
30 1,702800 | 2,482200 80 7,884800 7,475200 
31 1,811177 ! 2,614228 8 7,956393 7,494 762 
32 1,922171 | 2,747269 82 8,022539 7,509901 
33 2,035689 | 2,881146 83 8,083001 7,520 584 
34 2,151640 ; 3,015680 84: 8,187544 7,526776 
35 2,269925 | 3,150700 85 8,185925 7,528450 
36 2,390446 | 3,286034 86 8,227902 7,525578 
37 2,513101 | 3,421514 87 8,263 229 7,5181836 
38 2,637784 | 3,556976 88 8,291656 7,506104 
39 2,764887 | 3,692258 89 8,8129831 7,489464 
40 2,892800 3,827200 90 8,826800 7,468200 
41 3,022909 |. 3,961646 91 8,333005 7,442300 
42 3,154596 4,095 444 92 8,331284 7,411756 
43 3,287744 | 4,228441 93 8,321376 7,876559 
44 3,422228 4,360492 94 8,303012 7,886708 
45 3,557925 4,491450 95 8,275925 7,292200 
46 3,694705 4,621175 96 8,239841 7,243039 
47 3,832438 4,749527 97 8,194486 7,189229 
48 3,970990 4,876370 98 8,139582 7,130 773 
49 4,110 224 5,001571 99 8,074848 7,067 697 
50 4,250 000 5,125000 100 8,000000 7,000000 
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Tabelle VI. 


d Gei A 1. 100 

SI — — PR 

Werte s für die Abstandsverhältnisse 7 von vo bis 100° 

100 7- D D | 
0 1,0000 | —2,0000 | 100 
1 0.9997 , —1,9408 | 99 
2 0,9988 | — 1,8812 98 
3 0,9973 | —1,8227 | 97 
4 0,9952 | —1,7648 | 96 
5 0,9925 | —1,7075 | 95 
6 0,9892 | —1,6508 | 94 
7 0,9863 — 1,5947 | 93 
8 0,9808 —15392 | 92 
9 0,9757 | —1,4843 | 91 
10 0,9700 | —1,4300 ` 90 
11 0,9637 | —1,3768 | 89 
12 0,9568 | —1,3232 | 88 
13 0,9493 | —1,2707 | 87 
14 0,9412: | —1,2188 | 86 
15 0,9325 | —1,1675 | 35 
16 0,9232 | —1,1168 | 84 
17 0,9133 | —1,0667 | 83 
18 0,9028 —1,0172 | 82 
19 0,8917 — —0,9683 | 81 
20 0,8800 | —0,9200 | 80 
21 0,8676 | —0,8723 | 79 
22 0,8548 | —0,8252 | 78 
23 0,8413 | —0,7787 | 77 
24 0,8272 — 0,7828 | 76 
25 0,8125 — 0,6875 | 75 
26 0,7972 — 0,6428 74 
27 0,7813 — 0,5987 | 73 
28 0,7648 — 0,5552 | 72 
29 0,7477 —0,5123 | 7 
30 0,7300 — 0,4700 70 
31 0,7117 — 0,4283 69 
32 0,6928 — 0,3872 68 
33 0,6733 — 0,3467 67 
34 0,6532 — 0,3068 66 
35 0,6325 == 0,2675 65 
36 0,6112 — 0,2288 64 
37 0,5893 — 0,1907 63 
35 0,5668 — 0,1532 62 
39 0,5437 — 0,1163 61 
40 0,5200 — 0,0800 | 60 
41 0,4957 — 0,0443 59 
42 0,4708 — 0,0092 58 
43 0,4453 + 0,0253 57 
44 0,4192 0,0592 56 
45 0,3925 0,0925 55 
46 0,3652 0,1252 54 
47 0,8373 | 0153 | 53 
48 0,3088 0,1888 52 
49 0,2797 0,2197 51 
50 0,2500 0,2500 50 
S2 | S 100$ 


Pirlet, Statik, II 2. 


m 


Tabelle VII!) 


Zusammenstellung der Formeln für p, und 9, und ZJ’.[im.v) = Cf M,,M, 05. 
| ES SS | o, Pa Te =s M d v’ Pa n M? a Pal 
tp 
PI 
1 re e Pi S? (Mi. Miel 
$ D 


2 d 
dE Zen roden re 


I pe 2 ob Si , 
i E: | th A Ën nl 

Sn a 
i Vz! St Bar PUYO, + ME, 

RZ! 360° * aen" ggg! Wirta 

s i 7 

s| Ee Ha =S h MÈ (Mi, ys, MI nl 
p L = Ee Ee 
e Pl, Pl, Ply n 

£ el cl Ty Mi, Mi) 


j 
PI Pl Pl 
ii P E | grata grate late) (Mis + M$) 


EM 


-ussyoy uedrumpe1s3 yua awersig sdrpueajoA 


pey Sp, Sne Am 

8 ec? ei)? gg l Mi» + Mi) 
VE ` De Ss S Wegen — — ern 
9 un PEP Erk) PEV k) DE V [Min Mty ET 
i z) p | 94 L 1 24 2, 2 94 tay i 1 tep e 2 ] 


ma CC? pP, DIN DÉI, , 7 
10 E N | gg! Cla k) gg” lh — le) rk) (Mi. + Min) 


T ZN E sË: Bumm, 48M) 
E 360 360 30 jj 


: l ez? N | pP DÉI, pP Pal’ HINNE om DR, , D 
| eme | (Hr | (Getsin) Promoter 


E Se ET riit PE Ya +ty PË mi, (ut ur b 
TI Lem, sr g0 GHE) gag” Mi HANAM, GHAN 


<—ý— 


í i 5 l 5 8 
14 | | per gpl vos PPT Mi.» + MI, 
we ug M M M 
15 aM i A! = auf OM, — MY) 
A M 
is A A v = v eh DÉI, +2 M4.) (vgl. Tab. I, 0). 


$] 
* H 
1) Anmerkung, Die Tabelle enthält für die eingezeichneten Belastungsfälle den E-J’-fachen Wert der Verschiebung 
[im.»], wobei die M;.,-Fläche auf der Strecke } trapezförmig angenommen ist. (Endordinaten: M/,, links und M' „ rechts.) 
— Die Werte p, und p, sind angegeben zur Verwendung in geschlossenen Formeln. — Das Trägheitsmoment J soll auf der 


Strecke L konstant sein. 


61 ‘asn usdungsrjoszoy uoa dunwmungsag aıp any Gaëtan Geet Ste I$ 
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c) Größe und Lage des Maximalmomentes bei ruhender gleich- 
mäßiger und dreieckförmiger Belastung. 


Die Größtmomente für ruhende Streckenlasten sowie der Ab- 
stand x, den der Angriffspunkt dieses Momentes vom Auflager 
hat, lassen sich bei rechteckigen und dreieckförmigen Belastungen 
in einfacher Weise durch die Querkraft am Auflager, d. h. den Auf- 


lagerdruck des einfachen Balkens angeben. 
Wir betrachten den allgemei- 


Ma Ma nen Fall, daß außer den äuße- 
a N ren Lasten, welche die Auflager- 
Oh ro Cie drücke 4, und B, hervorrufen, 
el aaae noch zwei Momente M, und M, 
Fig. 12. an den Balkenenden angreifen 
(Fig. 12). Es ist dann: 
A ze dech En, 
M,—M, die 
B=B, +. 


Das Größtmoment tritt bekanntlich: da auf, wo die Querkraft 
das Vorzeichen wechselt, also den Wert O erreicht. Die Resultierende 
der äußeren Last zwischen diesem Punkt und dem Auflager muß 
also umgekehrt gleich dem 
Auflagerdruck sein. Diese 
Beziehung kann zur Bestim- 
mung des Größtmomentes 
benutzt werden. 

«) Bei gleichförmig ver- 
teilter Last an beliebiger 
Stelle (Fig. 13) trete Max 
à auf beim Punkte m im Ab- 

Fig. 13. stande x vom Anfang der 
Belastung, also im Abstande 
Le LEI vom Auflager. Es ist also hier: 


Mans = B Siet z) + M,. .. . . . (18) 


Darin ist, da p-x = B ist: 


Fig. 14. "was" 
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ĝ) Bei dreieckförmig ver- 
teilter Belastung (Fig. 15) 
trete Mar auf an der Stelle m 
im Abstande x von der Spitze 
der Belastung, also im Abstande 
(x + £)vom Auflager. Pe ist dann, 
wenn p, und o bekannt sind: 


æ on Fig. 15. 
Be Bas 


24 
Daraus ergibt sich: ve V 2B 
=ıV —=a e 
Pa Pa't 


Hier bildet die dreieckförmige Belastung rechts von m, nämlich 


9 
P =B, mit dem Auflagerdruck B das Kräftepaar B-(i+ža), 


á 


so daß das Gesamtmoment bei m beträgt: 


m BS Sali, mp 


worin also SC SC 
"u B _ V 2B H 
EE 2,0 PR e e Er (21) 


Links von a kann die 
Lastverteilung beliebig 
sein. 

y) Auch bei tra- 
pezförmiger Bela- 
stung lassen sich ent- 
sprechende Gleichungen 
für x und AM. A: 
geben. Mit den, Be- 
zeichnungen der Fig. 16 
findet man: 
ax pra 


B=p, 


2 2 
Darin ist 
„—Pı T Po 

also ist 

B =p, ( 

2-2 
Daraus findet man: FE ERS 

SH 2 . (22a) 
1 
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Durch Einsetzen der Werte 
a=c Pı R 
Pa 
also 


ergibt sich aus der vorhergehenden Gleichung 


ed H (DI A... mg 
| Pae | N: Pa ( 


Die letzte Form hat den Vorteil, daß der Wert a, der unter 
Umständen sehr groß wird, nicht vorkommt, sondern nur gegebene 
Werte c, p, und p, vorkommen. 

Nach Ermittelung von x findet man M,.. aus folgender 
Gleichung: 


sı % 2 E E 2 
Mpe =p e EH) HE EHH. o - e3) 


NB. Aus den Gleichungen (22) lassen sich die Werte der Gleichungen (19) 
und (21) ableiten, indem man einmal p = 0 in Gleichung (22b) oder a = CO 
in Gleichung (22a), und das andere Mal p, =0 in Gleichung (22b) oder a = 0 
in Gleichung (22a) setzt. Für p, = 0 ergibt sich aus Gleichung (22b) ohne 
weiteres der Wert der Gleichung (21). In den anderen Fällen ergeben beide 
Gleichungen die unbestimmten Werte 00-0 bzw. œ0 — 00. Schreibt man aber 


ER? ER? 5 
Vazrı-1 Vr ata = 
— Pı O Bä c 
g= mc nn nn 
H Pr 
a 


so ergeben sich, wenn man Zähler und Nenner nach a bzw. p, differenziert 
und dann «= 00, a=0 bzw. ez D einsetzt, die Gleichungen (19) und (21). 


§ 2. Der beiderseits eingespannte gerade Balken. 


Als erstes Beispiel behandeln wir den beiderseits eingespannten 
geraden Balken, der sich wegen der Einfachheit des Systems für 
die Anwendung der in $ 1 gegebenen Rechnungsunterlagen besonders 
eignet. Die Aufgabe ist hier eingehender behandelt, weil sie als 
Grundlage für manche der später zu behandelnden Aufgaben dient. 


a) Allgemeine Gleichungen für die Unbekannten X, für Mo- 
mente, Querkräfte und Auflagerreaktionen. 


aA pa Das System (Fig. 17a) ist drei- 
A be fach statisch unbestimmt. Wählt 
Le l > man als Grundsystem einen ein- 
Fig. 17a. fachen Balken mit einem festen 

Xa A H 


AA und einem beweglichen Auflager 
E eer (Fig.17b), also alsUnbekannte die 
A B beiden Einspannungsmomente X, 
Fig. 17b. und X, und den horizontalen 
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Auflagerdruck X, so wird letzterer bei senkrechter Belastung, gleich 
Null. (Bezüglich X, bei Temperaturänderungen vgl. S. 29.) 
Für die Unbekannte X, haben wir die Gleichung: 


. [dm.1] 

=. —. 
2 [bb.1] 

Der Wert [bb.1] kann ermittelt werden aus der Gleichung: 


7 


5 JT J 
EE EE EE 


Die M,.ı-Fläche (Momentenfläche am einfach statisch unbestimmten 
Hauptsystem infolge der Belastung X,—1; Zustand X,.1—1) hat 


bei B den Wert 1, bei A den Wert X, El. 
aa 
Aus der M,- und M,-Fläche E 
(Fig. 18a und 18b) ergibt sich, Fig. 18a. 


unter Anwendung der Tabelle I, 
f und g (§ 1): 


E43 
= 2d — = — 
[aa] fas, 7 


I D 
DEE "ere 
[bb] = el 
led) 1 
Also ist — r el" SECH Fig. 18b. 


Die M,.ı-Fläche hat also die in 
Fig. 19 dargestellte Form. Da- 
mit ist Sech Tabelle I, bin § 1: 


(dB. 11-4 (a 2)=8: ` 


M 2.7 -Fläche 


2) 4 = 
Es ergibt sich also für X, Fig. 19. 
die Gleichung: 
4 
X, =— p [bm.1]. 
Der Wert [bm.1] ist für jede Belastung besonders zu ermitteln 
aus der Gleichung: 


; yi 
[bm.1] - 1. Mds F . 
In Hinblick auf Fig. 19 erhält [bm.1] die Form: 
1 
[bm.1]=— g Pı + Ps: 
Damit findet man: 
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Wegen der Symmetrie des Systems können wir daraus ohne 
weiteres die Gleichung für X, durch entsprechend> Vertauschung 
der Bezeichnungen angeben. Die Unbekannten X, und X, haben 
also die Form: 


2, R 
X= — FÊ Pi al 
. (24) 
2, 
X, =— F pa — P) 


l 
Zur Auswertung der folgenden Gleichungen (26) ist der Wert 
X, — X, zu ermitteln. Nach den Gleichungen (24) ergibt sich dafür: 


6 
na)... (8) 


Sind die beiden Einspannungsmomente X, und X, gefunden, so 
ergeben sich für die Auflagerdrücke, Querkräfte und Moments folgende 
Gleichungen: 


Auflagerdrücke: 

A= A, + Ar X, 148: 

B=B, E + BX, 3 
Querkräfte: 

Q ee Q + Qaa + GL r 
Momente: 


M=M,+ M,X,+ M,%;- 
Darin bedeuten A,, B,, Q,, M, die betreffenden Werte, die infolge der 


äußeren Belastung am Grundsystem auftreten. Die durch die Unbe- 
kannte X,—=1 am Grundsystem hervorgerufenen Werte sind (Fig. 18 a): 


1 
Ae, 
1 
B IT 
Wl: 
1 
Va e— 


m= (an der Stelle x); 


die durch X, hervorgerufenen Werte sind (Fig. 18b): 


1 
AÅ, ==> 
b E 
1 
B, =—}: 
1 
dd, 


M,=1 -$ (an der Stelle x). 


$ 2. Der beiderseits eingespannte gerade Balken. 25 


Damit ergibt sich: 


A=A I X, ) 
o l H 1 
See H. + SH | 
e a . . (26 
DEER Pe 


M—=M,+x, +Z, 1-2). j 


Anmerkung: Nach den vorstehenden Gleichungen (24) — (26) ist nun der 
Träger für die verschiedenen Belastungsfälle in einfachster Weiss zu berechnen. 
Man hat nur für o die früher ermittelten Funktionen von c, k, r... einzuführen. 

Wenn somit auch die Untersuchung einzelner Belastungsfälle an sich 
nichts Neues bietet, so sollen doch für einige häufig vorkommende Fälle die 
näheren Angaben folgen, damit sich der weniger Geübte an die Verwendung 
der bisherigen Unterlagen gewöhnt und man für etwaige sonstige Aufgaben 
die fertigen Ergebnisse zur Hand hat. 


b) Untersuchung des Trägers für ruhen de Belastungen. 


Die Fälle ruhender Belastung lassen sich mit Hilfe der in SL 
hergeleiteten allgemeinen Grund- 
lagen ohne weiteres erledigen. 

ec Einzellast P. 

Greift im Abstand E vom rech- 
ten Auflager B (Fig. 20 und 20a) 
eine Einzellast P an, so ist nach 
Gleichung (7a) in $ 1: 


PI 
nF Du: 

Pl... 
9 = 6 > 


Damit ergibt sich hier: 
E KH l 9 d == — Eu K ss $) 
KE? (?c, Gales Pl 7 7 A 


- . 7) 
Bann) 
e Leg an j 
Die Differenz X, — xX, ist dann 
6 PI E\/ È 
Nu Ta) Pila em i)e): 


Zur Bestimmung der Auflagerdrücke dienen die Gleichungen (26). 
Es ist: 


& 1 Ae £ Gë 
z=P| (1$) =e — a=’) (1422) -P—4. j 
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Das Größtmoment tritt auf unter der Last P. (Die genaueren 
Untersuchungen finden sich bei der Besprechung der Einfußlihien 
im folgenden Abschnitt.) Es ist: 


m=P$(1— El also 


wenih inini inho 
Die Momentenfläche ist in Fig. 20a dargestellt. 
pes ß) Gleichförmig verteilte Be- 


lastung. 
2 BOTEN Bei gleichförmig verteilter Be- 
4a ZP " lastung auf der Strecke E vom rech- 


en 2 


Fig. 21. ten Auflager aus (Fig. 21) ergibt sich 
nach Tabelle VII aus Gl. (24): 
2 
ne fb, 
PË f 
9%, = 24 l k, = 
p EIN 
Aua (2k, — k). 
. (80) 
z= er ka). J 
T DE TR. Ld 
Ferner ist: 
zl CEV 
4-50) 


Demnach ergeben sich die Auflagerdrücke nach Gl. (26): 


ee) 
EECHER 


Das Moment an einer beliebigen Stelle x' hat somit den Wert: 


Für zë: M: AU al E | 
n © <E: WB. Ta j 


(81) 


. (32a) 


Das Größtmoment ist nach Gleichung (18a), wenn X, für M, ge- 
setzt wird: 
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E) 


NEEN 222222. (82b) 


y) Dreieckförmige Belastung. 


1. Bei dreieckförmig über die Strecke E verteilter Last mit der 
größten Ordinate bei B (Fig. 22) 
ergibt sich nach Tabelle VII: 


_ pP 


` 
Mg 
E Ei D P. 
Pa = 360 Ip, 
Es ist also nach Gl. (24): 
e pP 
er 
= pl? 
= men —n) 
X, — X, =— 
Ferner wird: l 
I 
Le, 
"e 
Ba ss, 


also: 


= .... 84 


Das Größtmoment tritt auf im Abstand x von der Spitze der 
dreieckförmigen Belastung (s. Pig. 22). Dieser Abstand ist: 


ec Ze 
P Zë 


5 


Damit ergibt sich als Größtmoment nach Gl. (20): 


> Mmh a) +r ww E 


2. Hat die auf der Strecke é 
dreieckförmig verteilte Last 
die größte Ordinate bei é (Fig. 23), 
so erhält man mit Hilfe der Ta- 
belle VII: 
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yl? 
p= te 
—_ PO y, 
P= z0 kb: 
- p? 
X, = art Ay 
x $ (36) 
n pl? 
nn Bärel 
- p’ 
z, m=i t) 
L[EN? 
Mit A ($ : 
2l fs aË 
LEI dE 25) 
wird . 
l AR 
Al aal) IL | 
L B 
(37) 


| A =a 
Be 107 3 SE (& dl 


Das Größtmoment ergibt sich im Abstande x von der Dreiecks- 
spitze: 


Es ist dann: 


e (38) 


ö) Äußere Belastung durch 
ein Moment M. Es greife ein Mo- 
ment M im Abstande £ vom rechten 
Auflager an (Fig. 24). Es ergibt 
sich nach Tabelle VII: 


M, 
P= E Ss 
M 
p= t D 
Es ist also nach Gl. (24): 
= M 3 BE: 
Aa Lakes Mi (2—35), | 
S i i . (39) 
3-+3eu+0=-—u[3)(i-55).| 


Damit it: X, — N——M(s, EE ENE == a] , 
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Es ist ferner: M 


damit erhält man: 
A £ 
a= tatem Ell 
l = ab: 
m: M fi e = ER 
GER A+sr2)=—-677 Ik 
Ein Moment an beliebiger Stelle œ ist: 
Für 
ER 


tél 


el Treten an dem System ungleichmäßige Temperaturände- 
rungen auf, ist z. B. der Temperaturunterschied zwischen dem obe- 
ren und unteren Rand des Querschnitts 4At = ty — t,, so ist 
(vgl. S. 6 GI. 5) 


At A 1 | ) "N dt l 
[bi.1]=— ez S Sech BE-I=—E5-J Tr 
Da hier X, gleich X, sein muß, so erhalten wir: 
> dt 
Aere aa i AS nn. (42) 


Auflagerdrücke treten nicht auf, da am Grundsystem A,—=B,—=0 
ist; der Einfluß der Unbekannten X, — X, ist ebenfalls gleich O. 
Die Momente sind über dem ganzen Balken konstant (= X). 
Infolge einer gleichmäßigen Temperaturerhöhung um t, ergibt 
sich X&,=X,=0. In diesem Falle wird jedoch die dritte Unbe- 
kannte, der horizontale Auflagerdruck X,, nicht gleich 0, sondern 


9 
Ta, 
° [ee.2] 
Die Werte [ct.2] und [cc.2] ergeben sich aus den Gleichungen: 
[et.2]= — f e-t: HH No.2, 
a ds l aa 
2| — Noe— = Ea A 
[ee.2] f c.2 EF EF Néz 
Man findet also mit N. = 1: 
X, =e- E-F. .. . . . (£a) 


Diese Unbekannte äußert sich als Druckkraft in dem Balken. 
£) Für den Fall, daß Widerlagerverschiebungen eintreten, 
betrachten wir zwei Fälle: 


1. Verschiebungen in Richtung der Auflagerdrücke 
A und B um die Werte [aw.2]= ô, und [bw.2]=ö,. 
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2. Verdrehungen im Sinne der Einspannungsmomente 
um die Werte [aw.2]=%, und [bw.2]=%,. 

Zu 1: Wir schreiben nach Gl. (6) S. 6 

[b 0.1] = — E J' SLs. [lw 2] = — E J' [45.1 ôa -+ Bo.1 ô,] - 

Es kommen nur die senkrechten Auflagerdrücke hier in Frage, 
da in Richtung der Einspannungsmomente, die gleichfalls Auflager- 
reaktionen sind, keine Verschiebungen (Verdrehungen) angenommen ` 
sind. Es sind also dafür die Produkte Za: [lw.2]=0. 

As und P: die Auflagerdrücke infolge X, =i am einfach 
statisch unbestimmten Hauptsystem, sind: 


EE 


[aa] [aa] 
_ 1 fblı 31 
ek u Te 
Es ist also: 
SE EUR 31 3 1 e 81 i 
[b w. 1] = AE = 37a WET, 
n=- o,a) 56,6). 


Durch Vertauschung von ô, und d. ergibt sich daraus ohne 
weiteres der Wert für X,; man erhält also: 


J 
DEEN 
(43) 
6E-J 
X% = E (ô, — D 
Damit ergibt sich: b 
RE, A 
Da nun ,=B,=0 ist, so wird 
EJ 
4= Bel): nn. (44) 


Zu 2: Bei Verdrehung der Widerlager haben wir wieder 
die Gleichung 


Da Uu BÄI San Da, 21. 


Da die Verschiebungen in Richtung der senkrechten Auflagerdiücke 
A und B gleich O sind, so wird hier für diese der Ausdruck Ly. [lw.2] 
gleich 0, und es kommen für Z,.ı nur die Einspannungsmomente 
X, und X, infolge der Belastung X, ıı =1 (X,=1 am einfach 
statisch unbestimmten Hauptsystem) in Frage, also die Werte X,, 
und X,,- Diese sind nun: ` 
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Es ist somit: 


= 1 : d 
UE ETH 


Damit ist: 
EJ, 4 EJ 
X, =— 0—20) = 70,9). 
Durch Vertauschung von ö, und A. erhält man daraus ohne weiteres 
den Wert für X,- 


Man erhält also: 


2E-J, 
Fran u = D — D): 
DEE (45) 
2E-J 
X= 7 (29, — a) 
Die Differenz dieser Werte ist: 
6 E.J 
X, — X, = Oa h) 
Da nun im Grundsystem A= Bọ =O ist, so wird: 
6 E-J 
A= Be WM, =): . . . . (46) 


Es ergibt sich für ein beliebiges Moment im Abstand x vom rechten 
Auflager 


m= ttha) nnn mi 


Aus den unter Abschnitt b) ermittelten Belastungsfällen lassen 
sich die Formeln für Sonderfälle leicht herleiten. Für einige der- 
selben sind die entsprechenden Werte in Tabelle VIII zusammen- 
gestellt. 


Tabelle VIII. 


Nr. | Belastung X, und X, 
p : ea) 
1 4 A 
A Pl 
Z "| Bb=-70%—6) 
l 
——— | BEEM 
2 pr 
Fz Ck h) 
PË, 
X= — 180 (2r, — ra) 
8 pP 
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Tabelle VII (Fortsetzung). 


Belastung 


Xa und Kei 


Temperaturunterschied | 
to — tu = At 


Widerlagerverschiebun e 


ka 


u 
ei Fun, 


Widerlagerverdrehung | 


6EJ 
E 


(da = ôs) 


2 E-J 


| a= 70.) 


2 E-J 


7 (29, — Da) 


Le DË 
Jee 


IW D 
Xa = — e [2 (k, — k’) — (ka ll 


e 
2 


[2 (ka wee kz’) EH (k, aN Dä 


Za Änn Se D kb 
ech DEEN 
| B 
EE 
M Ke 30 
l | x, =— 2E 
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Tabelle VIII (Fortsetzung). 


1 


Nr. Belastung | X, und X; 


Fa 
E i t 2 Ne H 
15 ! Za A3 ae bf 
y | 


X, =—2" Ch =h Ht A 


180 

X pE 2t v 
= gear — ID 
D ne 

Ea 12 30 
— SÉ SÉ 

RRE 

*) # gilt für SI =1—5 


c) Untersuchung für bewegliche Belastung. 


a) Einflußlinien. 

Der Einfluß einer Einzellast P= 1 in einem beliebigen Abstande € 
vom rechten Auflager auf beliebige statische Größen ist aus den 
Gleichungen (27)—(29) zu entnehmen. Betrachtet man E als ver- 
änderliche Größe, so stellen die Werte in jenen Gleichungen die 
Ordinaten der Einflußlinien dar. 

1. Einflußlinien der Unbekannten X, und X,. Nach 
Gl. (27) ergibt sich mit P=1: 


X, =— zl c, — 6a) 
e l \ 
SC ee 2 ca — 4) 


Setzt man in "diese Gleichungen für c, und c, die Werte ein 
vgl. § 1, S- 8), so erhält man: 


(48) 


Die X, -Linie ist'danach in Fig. 25 aufgetragen. Die Ordinaten 
in den Zehntelpunkten ergibt folgende Tabelle: 


| | | | i 
107- o| ıj2a| 3 | % | 5/|6|7|8)9'1 
| i „| } | 


| 0,096 | 0,125 | 0,144 | 0,147 | 0,128 | 0,081 | 0 
| I | $ H 


en 0 0000 0082 e 
Pirlet, Statik. II. 2. l 3 


I 
H H 
i l 
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Um zu ermitteln, für welche 
Laststellungen die Werte X ihre 
Größtwerte erreichen, setzen wir 


die Differentialquotienten Ge =Q. 
S 


Es ist also: 
dX & LG 
—— _—2 3\-) =0; 
dé eg l 
Fig. 25. é 2 È 
— = —; b ò _—ß(, 
also 7 3 ZW 7 
dX, È ST è 2 é 
=—1 442 — (7 —0; also =>; bzw. 2—1. 
FF; 47 3 ] O also 7 e" bw. - 1 
Die Größtwerte treten auf bei 
E 2 P 1 
a Wë ege 
Damit ibt sich: 
amit ergibt sic A "E 6. 
< amax = — l 3 "337 H 
= CAS 4 
Te 


2. Die Einflußlinie eines Momentes M, im Abstande x vom 
rechten Auflager hat folgende Gleichungen (s. Fig. 26a u. b). 


l l 
ANE & AË 
te) EE DE satt 
El lat a 
Die Ordinate im Punkte x (x=; Spitzenordinate) ist nach 


Gleichung (29): M max = 21 EI H — St, Diese Gleichung, als 


Kurve aufgetragen, ergibt die sogenannte Spitzenkurve, in der 
die Spitzen sämtlicher Momenteneinflußlinien liegen. 


NB. Bezüglich der Momentenlinien mit Belastungsscheiden vgl. die Aus- 
führungen in Abschnitt £. 
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3. Die Einflußlinien der 
Auflagerdrücke A und B sind 
gegeben durch die Gleichungen (28) 
(vgl. Fig. 27): 


. 4 Für die Querkraft in einem beliebigen Punkte m ergeben 
sich die Gleichungen: 


Für Ex g: Q: = å, ) 
» Eër Q =— B. ` 


Tragen wir also in einer Figur (Fig. 28) die positive A-Linie 
und die negative B-Linie ab und 
verbinden beide durch die vertikale 
Gerade CD im Punkte m, so ergibt 
sich ACDB als Q-Linie. 

8) Maximal- und Minimal- 
momentenflächen für gleichmäßig 
verteilte Belastung. 

Um den größtmöglichen posi- 
tiven oder negativen Wert einer 
Größe S für gleichförmige beweg- 
liche Belastung q zu ermitteln, sind i 
nur die Teile des Systems als belastet anzunehmen, für welche die 
Einflußlinie positiv bzw. negativ ist. Man muß dazu die Punkte kennen, 
an welchen die Einflußlinie den Wert O hat, d. h. vom positiven 
zum negativen Teil übergeht. Diese Übergangspunkte (0-Punkte) 
nennt man die Belastungsscheiden. 

Für eine Querkraft im Punkte x ist die Belastungsscheide 
der Punkt x selbst. 

Für ein Moment M,, im Abstande x vom rechten Auflager, 
kommt eine Belastungsscheide nur dann in Frage, wenn der Momenten- 
punkt in der Nähe der Auflager liegt (Fig. 26b). Wir werden später 
finden, daß es sich um die beiden äußeren Drittel des Balkens 
handelt. Der Abstand a, d. h. die Lage der Belastungsscheide, er- 
gibt sich aus der Bedingung, daß das Moment M, für eine Last 1 
im Abstande a vom rechten Auflager gleich O wird. Es besteht 
also die Beziehung für oz [vgl. Gleichung (49)]: 


ai f Sit a al Al 
T ==] (—}] -| ee E e) E eg Bech BS ? 
Ze ($) (a Pi Gans 7 iu a mer >) | kuss 


d 
Es 
3* 


.. . 6D 


Daraus ergibt sich die Beziehung zwischen $ und 
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Sp 
ont 
oder k 
"=T 
e E 5 
H 3—2! 


Sé 


In diesen Gleichungen kommen für E nur positive Werte 
zwischen O und 1 in Betracht. Indem wir in die Gleichung (52b) die 


Grenzwerte E —0 bzw. $ = 1 einsetzen, finden wir für s die Werte 


2 x 
T = 3 und T ees A, 
Die Belastungsscheide liegt also nur für solche Werte von e 


innerhalb des Trägers, welche zwischen 2 und 1 liegen. — Man be- 


achte, daß die abgeleiteten Werte für den Fall 5 <f gelten, also 


nur für den rechten Kurventeil der in Fig. 26 dargestellten Einfluß- 
linien. Für den linken Teil lassen sich die entsprechenden Werte 
ableiten. — Wir betrachten im folgenden nur den rechten Teil, da 
sich die Resultate ohne weiteres auf den linken Teil übertragen lassen. 

Für ein Moment M, im Abstande x vom rechten Auflager er- 


gibt sich, wenn Ze T < 1 ist, die Belastungsscheide in einem Ab- 


stande a vom rechten Auflager, der gegeben ist durch die Glei- 
chung (52a). Auf der Strecke a sind also die Ordinaten der Einflußlinie 
für M, negativ (Fig. 26b). Belastet man ausschließlich diese Strecke a 
mit einer gleichförmigen Last q, so tritt der größte negative Wert 
M, auf. Nach den Gleichungen (30) bis (32a) (Tab. VIII, 2) ergibt 
sich bei Belastung der Strecke a für das Moment AM: 


mal (1 = 2) +, 


Darin ist . r Aë 
= 208) va 
EEGEN 
5 p? 
X= nah) 


Hierin sind die Größen k, und k, für das Abstandsverhältnis = 
einzusetzen. Es ist also: l 
"mt 
IEN 
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und demnach erhält man nach gehöriger Vereinfachung: 


4 
` á (3 in 2) 
u a Tr (53) 
éi min 739 zu S = - S br 
12 \27 3—2% 12 e7 =i l 
l 
Man findet aus dieser Gleichung: 
x£ 2 
Mimin = D 3 für T = 3 H 
ge. 2 
FE ER 
d min 12 für 7 1 


Nach Gleichung (53) sind qie beiden Kurven in Fig. 29 aufge- 
tragen. Ihre Ordinaten M,,; 
ergeben das größtmögliche ne- 
gative Moment für alle Punkte 
in den beiden äußeren Dritteln 
der Balkenlänge. Die größte 
Ordinate liegt in den Endpunk- 
ten (z= 1) und hat den Wert 

qÈ Eig. 29. Minimal-Momentenfläche. 
B ; 

Der Größtwert des positiven Momentes Mz as tritt gemäß 
Fig. 26b bei Belastung der Strecke 7l — a auf. Man kann diesen Wert 
finden, indem man den Wert Mz „ims der bei Belastung der Strecke a 
auftritt, von dem bei Vollbelastung für das Moment bei x auf- 
tretenden Werte M’ subtrahiert. 

Der Wert 


ist in Fig. 30a aufgetragen. Lu BD g Parabel CED mit 


der Pfeilhöhe e bei sl Zieht man von dieser Momenten- 


2 
fläche die Mz- Fläche, d.i. die Kurven CF und DG, ab (Fig. 30a), 
so heben sich die nichtschraffierten Teile fort; es bleibt als M, 


MAT 
Fläche der schraffierte Teil. Dieser ist in Fig. 30b an die Gerade 
AB angetragen. 

Für die Praxis genügt in den meisten Fällen eine angenäherte 
Konstruktion, indem man in Fig. 29 (Ms „„` Fläche) statt der Kurven 


FCund GD die Geraden FC und GD, und in Fig. 30b (M,, „-Fläche) 


Tmar 
statt der Kurven F’A und @B die Geraden F'A und @B zieht. 
Man erhält dadurch sowohl für die negativen wie für die positiven 
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Fig. 30a. .Größtmomente in den Strecken 
FA und GD etwas zu große 
Werte, 

y) Maximal- und Minimal- 
Querkraftsfläche für gleichför- 
mige Belastung. 

Wie schon erwähnt, ist die 
Belastungsscheide für die Quer- 
kraft eines Punktes dieser Punkt 


A £ g che selbst. In einem Punkte im Ab- 
2 UP stande x vom rechten Auflager 
F G tritt also die größte Querkraft 


Fig. 30b. Maximal-Momentenfläche. Haan uf bei der Belastung der 
Strecke x. Es ist dann (s. Gl. 31): 


ql aA a WW 
Ya IT E (2) T Fa — ka | = 


Setzt man für k, und k, die Werte ein, so erhält man: 
—2 EI (2 4 
NE ~ ERR: E a (G ) 


D Tragen wir für diese 
Gleichung die Kurve BC 
oi am BA an (Fig. 31), so er- 
2 hält man die Maximalquer- 


5 kraftsfläche. 
e Die kleinste Querkraft 
Han: d. h. den Größtwert 
„g der negativen Querkraft, er- 


halten wir durch Belastung 
der Strecke l— zg; wir kön- 
nen sie also finden, indem 
wir den Wert Q,,,, von 
dem für Vollbelastung sich ergebenden Wert 


Fig. 31. Maximal- und Minimal- 
Querkraftfläche. 


subtrahieren. Es wird also: 
` x DE ` 
Qinin = Q GR Baas SE D + 3 H == 2) Së (55) 


Die Querkraftsfläche für Vollbelastung (Q) ist gegeben durch 
die Gerade CD (Fig. 31). Man erhält also die zwischen dieser Ge" 
raden und der Kurve verlaufende Minimalquerkraftfläche. 

In Trägermitte ist: 


= SEA —4)= a 
Q mas =Q min = 2 2 (2 2 9 SE 


(gegen Za! beim frei aufliegenden Balken). 


ql 
2 
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$3. Der einseitig eingespannte Balken. 


Der einseitig eingespannte Balken (Fig. 32) ist nur einfach 
statisch unbestimmt und unterscheidet 


sich von dem beiderseits eingespann- gE Fig. 32. 5 
ten Balken dadurch, daß die Un- #7 
bekannte X, fortfällt. Zur Ermitte- Zei H e 
lung der Unbekannten X, dient die | 
Momentenfläche für X,—1 am Grund- | 
system (Fig. 33). Der Nennerwert e | 
ist also hier: i 
y 
[aa] = — e gan 


3 ` Fig. 33. 


Der Zählerwert [am] ergibt sich gemäß den Ausführungen in 
$ 1 und $ 2 nach der Gleichung: 


[lam] = g- 
Damit wird die Unbekannte 
e 3 . 
X= y d e Es pb em e (56) 
Für die übrigen statischen Größen ergibt sich: 
A 
A=A— SCH 3 
A 
B=B +7. 
Aa 
der, 


A Mal 


In der folgenden Tabelle IX sind die Unbekannten für die ver- 
schiedenen Belastungsfälle zusammengestellt. 


Tabelle IX. 
Nr. | Belastungen | Xa 
| e € Pi 
1 % & y 
% ` % 
3 
2 =— pP, 
2. 16 Pi 


Pi 
-zat®) 
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Tabelle IX (Fortsetzung). 


Nr. | i Belastungen | Xa 


Se p 
D =E 
Z A x 
2° we 
6 f Serm Els kr 
Z Ré %% = g LU 1) 
— 


bei 
AN 
\ 
R 
m 
w 
© 
$ 
e 


= | = ee p Reeg 
8. 7 =E 
In I 120 > 


% ZA} A 
11. ge = 10? d 


Ho ab D 
9 ne ar 
13. R j 8 120 : 


vm Lë 
14. | De Za (t H t’) 
H 
7 7 x für Sol EI. 
- i & 
= N —4 7 
Gi Ze EI 
P S 
16. gun. A 
Z 2 = 


b 
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SA Träger mit elastischer Einspannung. 


In ähnlicher Weise wie die n $2 und $3 behandelten Balken 
mit starren Einspannungsstellen sind auch solche mit elastischer Ein- 
spannung zu behandeln. Als ein solcher Träger kann der horizontale 
Riegel des in Fig. 34 und 35 dargestellten Trägers angesehen werden. 
Dabei kann der Stützenfuß 
gelenkig gelagert (Fig. 34) 
oder auch fest eingespannt 
sein (Fig. 35). 

(NB. Würde man den 
Balken an beiden Enden ela- 
stisch einspannen, d.h.an den 
beiden Seiten Stützen anord- 
nen, so würde man auf Rah- 
mengebilde kommen, die in 
späteren Paragraphen behan- Z 
delt werden. Auch bezüglich ER ` ged ab 
des in Fig. 35 dargestellten Fig. 34. Fig. 35. 
Trägers mit zwei eingespann- 
ten Enden sei auf die späteren Ausführungen verwiesen.) 

Das System Fig. 34 ist zweifach statisch unbestimmt; als 
Unbekannte wählen wir entsprechend der Behand- 
lung des beiderseits eingespannten Balkens die 
beiden Einspannungsmomente des wagerechten 
Balkens ! (Fig. 36). Die Größe X, ergibt sich wieder 
nach der Gleichung 


- _  [bm.1] 
Gaz [bb.1] 7 

Die M, .ı-Fläche, d. i. die Momentenfläche infolge 
X, = 1 am einfach statisch unbestimmten Haupt- 
system, die wir zur Ermittelung der Werte [bm.1] 
und [bb.1] benutzen, hat die folgenden Ordinaten: 


Im Punkt b: zl, 


” D a: SA 
Aus den Momentenflächen Fig. 37a und Fig. 37b erhält man, wenn 
’ 7 
GET und H = f ist: 


72 


Fig. 37a. M,-Fläche. Fig. 37b. M»-Fläche. Fig.38. Mv.ı-Fläche. 
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Fab W 7 S 
HE 
E 4 


u [aot ` SN LO 
Damit ergibt sich die Momentfläche für X,.ı = 1 (Fig. 38). 
Für eine beliebige Belastung des oberen Balkens ist also: 


EON [ab] l lp — 2K HÖR 
poama a T SO F1) 


Der Nennerwert beträgt: 


Ka dr e AN 4-37 
OT "iga ra Wr á 


e[l p, — 20 Le, 
van tan) ` 


Es ist damit: 


Da hier keine Symmetrie 
vorhanden ist, so muß X, 
besonders berechnet werden, 
und zwar aus der Gleichung: 

[am] _ [ab] 

a [aa] [aa]? 
oder indem wir die Reihen- 
folge der Unbekannten um- 
kehren (Fig. 39) und dann das 
lii Moment X; (X,) in gleicher 


Fig. 39. Fig. 40. Mw.ı-Fläche. Weise ermitteln. Man findet: 
14 
el 
d 
[e b] = ` ; 
[ro] ___1 
[ead] 2 


Damit ergibt sich die Momentenfläche für X) ,—=1 (Fig. 40) und 
daraus: 


U 3 K 387-44W 
vd . 1 =: — — DE ——_ 
[ 77713 = 


[L m.1]= gp, — $ Po 
629 — pa) 
Ea £ ke ver A DEE 
a 3V- 4K 
Die beiden Einspannungsmomente des wagerechten Balkens haben 
somit die Werte: 
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y D — Pa) 
Ba 37 LAN e 
22 1 (A S SS (57) 
„lan -2@— No] | 
NH ` U (4 4-37) j 


Bei Belastung des vertikalen Ständers h ergibt sich mit 
Hilfe der Momentenflächen, Fig. 38 und 40: 


- , 12 

X =A | = 

Dä 6 l . [ e e e e e (5 ) 
=a Fe E ) 


Nach den Gleichungen (57) und (58) sind alle Belastungsfälle zu unter- 
suchen, indem man für o wie früher die den einzelnen Belastungen 
entsprechenden Werte (mit den Größen c, k, r, t und s) einsetzt. 
Dabei sind in den Gleichungen (58) die Abstände & von unten zu 
messen. 

Die übrigen statischen Größen ergeben sich jetzt nach 
denselben Gleichungen wie in $2 für den beiderseits ein- 
gespannten Balken, bzw. wie in $3 für den einseitig ein- 
gespannten Balken. 


, 
Anmerkung: Setzt man kW = w.-l', also o=}, so wird aus Gleichung 


(57) und (58): 


y, —— Êr — Gel 
4 ot)’ für Riegellast (67a) 
bi A Á y ur 1egellasten . . . di 
y, la — 2 (0 + 1) p3] ? 
"$ EE 2 
12 

K=— 7 — a7 P 

Gd für Ständerlasten . . (58a) 


VORorgr 


$5. Übungsaufgaben. 


Im folgenden sollen zwei Übungsaufgaben durchgeführt werden, deren 
erste die Verwendung der im vorhergehenden $ 3 angegebenen geschlossenen 
Formeln erläutern soll, während das zweite den Rechnungsgang für ein be- 
liebiges zweifach statisch unbestimmtes System zeigt. 

Aufgabe 1. Ein beiderseits eingespannter Träger von 6 m Spannweite 
soll für folgende Beanspruchungen untersucht werden. 

1. Ruhende Belastung. 

a) Trapezförmige Vollbelastung mit den Endordinaten 0,50 t bzw. 150 t 
(s. Fig. 41). 

b) Zwei Einzellasten P=3t im Abstande 1,50 m von den Enden. 

c) Ein Einspannungsmoment M=5mt im Abstande 2,5 m vom rechten 
Ende. ' 

2. Bewegliche Belastung: 
a) Zwei wandernde Einzellasten von je 5 t im Abstande von 1,50 m von- 
einander. 
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b) gleichmäßige Belastung mit 1,50 t/m. 

3. Verschiebungen der Widerlager: 

a) Senkung des rechten Auflagers um 1,5 cm in vertikaler Richtung. 

b) Verdrehung der rechten Einspannstelle um einen Winkel von 15 Bogen- 
minuten. 

.4. Temperaturänderung des oberen gegen den unteren Trägerrand von 
+1500, 


Zu ermitteln sind die Momente und Querkräfte. Bei der Untersuchung 
der Widerlagerverschiebungen und der Temperaturänderungen soll als Stab- 
profil ein I-Eisen N.P. 32 mit einem Trägheitsmoment Jy = ~ 12500 cm? an- 
genommen werden. 

Lösung: 

1. Ruhende Belastung. 

a) Trapezförmige Belastung mit den 
Endordinaten p= 0,5 t/m und p, =1,5 t/m. 
Die Ordinate p, = 1,50 t zerlegen wir in die 
Teile p= 0,5 t und p’ =1,0t (Fig. 41). Es 
ist nach Tabelle VIII, 17, Seite 33: 
ab 05-6? 1,0-6? _ 


WR Ce Weeder 
0,5-62? 1,0-6? S 
--5,-5=--5 7 g A mt 
Der Auflagerdruck bei A ist: i EE 
Ae ER, AER LEO EH 4, 
‚Pi aaa 05:6, Lë, —237+38 


pl 6, 
B=7+ CE H beer Fra 


Das Größtmoment tritt auf im Abstande x vom Punkte o: dieser ist nach 
Gleichung (22b), Seite 22, mit c =l: 


NEE 
— el L6 T 10) 1,0 
=3,15m. 
Damit ist das Größtmoment nach Gleichung (23), Seite 22, mit = 


‚ 


Maar = Pr z + Xa 


a a nr 
2 Bo” 
P P = 1,52 mt. 
CZ a b) Zwei Einzellasten von P=38t im 
EE &4g ` Abetande 1,50 m von den Enden (Fig. 42). Es 
—-50—— ist nach Tabelle VIII, 10, Seite 32: 
Fig. 42. i X= 5; —— a, +0); 
dabei ist für P in der Stellung 1-08 nach Tabelle II, Seite 13: 


c, = 0,234375, 
c = 0,328125. 
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Also ist: c, — c = 0,5625, 
X. =X, = —Ž:Ē.0,5625 — 3,375 mt; 
A Ba Da HEI 
Myar— 4: re ES 


TE mt. 
c) Ein Einspannungsmoment M=5 mt 
im Abstande 2,5 m vom rechten Ende (Fig. 43). ER 


Es ist nach Tabelle VIII, 5, Seite 32: u m Ze 
em M es s) A 
D Age Fig. 48. 


.„_M 
I, = E (283 8,)- 
Darin wird für = °—047: ,—0,48, s,—=0,02 (Tab. VI, 8.17). Man 


findet also: l 6, 5 
` X= — + (2 DA — 0,02) = — 1,57 mt, 
Zus P -0,02 — 0,48) — 0,73 mt; 
Nach Gl. (40) wird weiter: 
1-7 149440) =E (1 -0,48 40,92) 
= 1,22 t, 
EE 
Ferner wird 
— Maes = B- + X, = — 1,22-2,5 — 0,73= — 2,31 mt, 
+ Maes = A l — x) — X, = 1,22-3,5 — 1,57 = — 2,69 mt. 
2. Bewegliche Belastung. 
a) Zwei wandernde Einzellasten von 5t im Abstande von 1,50 m von- 
einander. 


Die Einflußlinie für X, ergibt sich nach der Gleichung (48) und den àn- 
gaben Seite 33 oder durch ni seien 


| l 
102 ES 0% Im isn an 
10 |0,198 0,171] 0,027 |2] 
20 10,384 | 0,288 0,096 EN 
30 0,546 | 0,357 0,189 2 
40 | 0,672 | 0,384 0,288 2 | 
50 10,750 | 0,375 0,375 2 | 
60 |or68 0336| 0432 |2 
70 0,714 | 0,273 0,441 2 i 
so 10.576 0192| 0384 |2. 
90 10,342 ! 0,099 0,243 ER 


Die daraus sich ergebende X,-Linie ist in 
Fig. 44 dargestellt. 

Für die Laststellung Fig. 44, (Lasten in 0,5 Z 
und 0,75 d), ergibt sich: 


= D + y) 5 = — 7,97 mt. 


amar 
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Die M,-Linie (Einflußlinie für das Moment in Balkenmitte) ergibt sich 
nach der Gleichung 


Mass M, EE 
aus der nachstehenden Tabellenrechnung. 
100% Mao | um) 7 
l | 2 
10 0,3 ; —0,27 | 0,08 
20 0,6 — 0,48 — 0,12 
30 0,9 — 0,68 | 0,27 
40 12 — 0,72 | 0,48 
50 L5 —075 075 
Danach ist die M,„-Linie in Fig. 45 auf- 
en E e getragen. Sie kann auch nach Gleichung (49), 
E ;5 Seite 34, gefunden werden, wenn man Z5 
ar setzt; man erhält dann für E < . die Gleichung: 
Fig. 45. wal. Gr 
TS wi" 


Bei der in Fig. 45 eingezeichneten Laststellung (Lasten in 0,5 Z und 0,25 I) wird: 
Mn = (ha + al, Des 4,7 mt. 
Ferner sei die Einflußlinie für einen Punkt im 


Abstandsverhältnis ` = 0,2 berechnet. Die Glei- 
chung lautet: 
M = M, + 0,2 X, + 0,8 Xs. 


x 
-=02 
T 0, 


Die Einflußlinie ergibt sich aus der nachstehen- 
den Tabellenrechnung und ist in Fig. 46 dargestellt. 


02%. |) 085, | M 


—0,0108 | — 0,8838 | -0,0804 
— 0,0384 | —06144 | -03072 
— 00756 | —0.7056 | -+ 00588 
— 01152 | —06912 | — 0.0864 
—0.1506 | —06000 | — 01500 
— 01728 | — 04608 | — 01536 
— 01764 | — 03024 | — 01188 
— 01536 | —01536 | — 00672 
— 0,0972 | — 0,0432 | — 0,0204 


Es können auch die Gleichungen (49) verwandt werden, wobei dann 7=02 


zu setzen ist. 
Für die Laststellung a findet man: 
Ma par = 0,3072-5 = 1,536 mt. 
Für die Laststellung b wird: 
Me „> 0,143 — 0,103) -5 = — 1,23 mt. 


WD) 
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b) Gleichmäßige bewegliche Belastung mit 1,5 t/m. 

Die Größtwerte der Unbekannten sowie des Momentes in Balkenmitte 
treten nach Abb. 44 und 45 bei Vollbelastung auf. Es ergeben sich also aus 
den Einflußlinien als Größtwerte: 

Ma zs (m + KÉ 1 SS )-0,6-15 = 2,295 mt. 

Als Probe dient: 

1,5-62 
24 

Die Differenz entsteht dadurch, daß die Einflußlinie in Wirklichkeit eine 

Kurve und kein We ist. 


Me = = 225 mt. 


X, amar — (m F KÉ sea) ` 0,6 & 1,5 en 4,455 mt. 
Als Probe dient: 
np 15-6 _ 
Geh, eegen 12 = — 4,50 mt. 


Für das Moment M, ergibt sich nach Fig. 46 und zugehöriger Tabelle: 
Ma paz = | (0,0804 + 0,3072) 0,6 + 0,0588- | 1,5 = 0,33 mt, 
Mz „in = (— 0,15 — 0,24 — 0,27 — 0,24 — 0,15) -0,6 -1,5 = — 0,945 mt. 


Als Probe dient: 
Belastete Strecke : = 0,83 Z; k = 0,206; k,—=0,04 (vgl. Tabelle III). 


X. =— I CH 0,206 — 0,304) = — 0,486 mt, 
15 = — 1,809 mt, 
= l, a i 5 e 
M, = 1,50 Rai 1,20 — 0,2 -0,486 — 0,8 -1,89 = 0,376 mt. 


3. Verschiebungen e Wis ee ne D 
derlager. : déi 
a) Senkung des rechten Auf- 
lagers um 1,5 cm in vertikaler Rich- 
tung (Fig. 47). SL Ap 
Es ist nach Gl. (48): Ga ëm 


| 
1 
ke 2=600m > 


5 — (da — ð); Enz 


Es ist: 
E = 2200000 kg/cm?°, J = 12500 cmt, 
(ôa — ôb) = 0 — (— 1,5) = + 1,5 cm, 


(ôs — ôa) = — 1,5 cm, 
6-2,2-109-12,5-10°-15 ` z 
ET Seege 6,375 mt, 


X, = + 6,875 mt. A 


b) Verdrehung der rechten Einspann- b 
stelle. um einen Winkel von 9=15 Bogen- ^% 8 
d z re l= 00. 


minuten (Fig. 48). 


Dem Winkel von 15’ entspricht ein Bogen- Fig. 48. 
maß von: 
a-15 
180-60 ~ 0,00436. 
Also ist: 
Bt, nt, 
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Nach Gl. (45) ist: 
ER 2-.2,2.12,5-10%-4,36 ` 
SH 6. 1ug, 10 
2-2,2-12,5-10°-8,72 a j 
me 6-10°.10° ge 
Die Auflagerdrücke und Momente ergeben sich nach den Gleichungen (26). 
4. Temperaturänderung des oberen gegen den unteren Trägerrand 
von 15°C; (dt==159. 
Es ist nach Gleichung (42): 
Zë Be 4 


2,2.12,5-10°-(-15) _ 


4 mt, 


+1,61 mt. 


8-10%-32 


Fig. 50. Fig. 51. 


Aufgabe 2. Der in Fig. 49 dargestellte Halb- 
rahmen (Hallenbinder) soll für Eigengewicht, Schnee- 
last und Winddruck untersucht werden. Außerdem 
ist der Einfluß einer am Ständer wirkenden Kran- 
last P=5t am Hebelarm 0,40 m zu untersuchen. — 
Schließlich soll die Wirkung von Temperaturände- 
rungen und einer Senkung des einen Auflagers be- 
stimmt werden. 


Fig. 52. 


Lösung. 


Als Unbekannte sind gewählt: Das Einspannungsmoment X, bei 4 und 
das Eckmoment X, bei B (Fig. 50). 
Die Unbekannten ergeben sich nach den Gleichungerr: 


` ban 1 
Zi 65.1]’ 
_ [am] ` [ab] 
ez laa] taa) >? 


oa, 1026. 
[b5] =r = 5,69, 
ep ` 
[ab] =p 5113, 
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[bb.1] = [bb] -+ Fa [ab] 
= 5,69 — 0,5-1,13 = 5,18. 
Im folgenden sind für die einzelnen äußeren Belastungsfälle die Zähler- 
werte ermittelt. 
1. Eigengewicht und Schneelast. 
Das Gewicht der Decke einschließlich Schneelast betrage: 
p=315 kg/m?. 
Bei einem Pfettenabstand von 2,55 m ist das Gewicht der auf die Pfetten 
übertragenen Belastung mit Eigengewicht der Pfette: 
p = 900 kg/m. 
Bei einem Binderabstand von 4 m ist der Auflager- 
druck der Pfetten: 
P = 3,6 t (Fig. 53). 
Es wird also: 
[am] =0, 
PE PP 


Dao e M, + M) H C H e) O -H Ma). 
(Der erste Wert gilt für Ss mittlere Last Pund | 
der letztere für die äußeren Lasten P, vgl. Tab. VII, á Fi 
ig. 53. 
6 und 7). 
Für 
E 
7 = 0,25 wird (c, 4 ca) = 0,2384875 + 0,828 125 = 0,5625, 
also 
7 e -10,262 
m= 86:1028 DROE gs; 
bam Uz [bm] = 59,1. 
Damit wird: 
59,1 
ee o mt, 


X= — 0,5- (— 11,5) = +5,75 mt. 
Unter den Einzellasten wird (vgl. Fig. 53) 
M, = 1,5 P-2,55.4+-0,75-X, 
= 13,77 — 8,625 == 5,145 mt, 
M, = P-5,10 + 0,5- X 
= 18,86 — 5,75 = 12,61 mt, 
M, = 18,77 + 0,25- X, 
= 13,77 — 2,875 = 10,895 mt. 
Winddruck links 100 kg/m?. Auf jeden Binder kommt ein Druck: 
p= 4-100 = 400 kg/m. 
Damit ergibt sich: 


[am] = bm] = (ar, +M) 


0,400-6,838 204. 
= l= 5,24; 


DU [bm] + Faa [am] 
= 5,24 — 0,5-5,24 = 2,62; 
2,62 
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_ __[em] 
=, aj t Fe 


5,24 
=— 3z] t 0,5-0,51 = 2,06 mt. 


In Riegelmitte ist also: 
== 0,255 mt. 


3. Moment im Ständer von — 2 mt im 


Abstande P =0,265 von oben (Fig. 54). 


Für die Absolutglieder findet man mit 
s, = 0,78925 und s, = — 0,62075: 


[am] = Ze s = = 68 0,78925 = — 1,79, 


288 $ 0,62075) =— 1,405, 


el al 


einen, 
051 ` 


z=- gar — 0,5-0,1 =+ 0,785 mt. 


Die Momente an der Konsole sind: 
Mnin = H-5 + X, = — 1,975 + 0,785 = — 1,19 mt, 
Maas zez 1,19 +2 =+ 0,81 mt. 


4. Das linke Widerlager senkt sich um 1 cm (a Oz — 0,01 m). 
Es ist: 
_ _B%.1] 
er [65.1] 


__ [am] 
X= laa] + Fas: X. 


Nach Gleichung (6), Seite 6, wird 
[bw.1] =— E-J- En: [lw.2], 
= il è = — 
Pram ia ioti Sch + 
= — 0,1008 — 0,5-0,00288 = — 0,10224, 


b%.1]= — EJ (— 0,10224) (— 0,01) = — 0,0010224 EJ, 


EE 000199 EJ, 


ap. A. Dé 
= 10.20 6,80 


D 


1,99 
x= Ir <— EJ. 
Weiter findet man: 
[a0] = — EJ - La- [l w.2] = — EJ - 0,002 88 - (— 0,01) 
= 0,0000288 EJ, - 
a 0,0000288 1,99 
ders (- aa Dë Por) BJ 


2 
0,127 0,995 1,122 EJ. 


(i inn e 
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In diesen Werten sind E in kg/m? und J in m? einzusetzen. Das Resultat er- 
gibt sich dann in mkg. 

5. Erhöhung der ëng ermin des Außenrandes um 15° C. 

Es wird: 


Darin ist: 
[Bt.1] = Biest, ds 


EJ 1-15 1—05,, , 1-10,20 
Eë 
1,275 EJ 
EIER 
2.023 
(GES 
EJ 1-15 6,8 
(mans = e ap) D 


6,375 
= BI, 

2,81 2,49\ EJ 
nl Tat ek d 
_ _ 156587 

10 d` 


X, =— 


Anmerkung: Man kann für die Unbekannten wie in § 4 geschlossene 
Formeln ableiten. Unter Beachtung der Momentenflächen Fig. 51 und 52 wird: 


DN A AED I - SM An 
a= g, lab = e, bb = — ER Fas=— 53: Be 
Bei Belastung des Riegels wird, wenn wieder o=} ist: 


[am =0, bm=p, [bm.1]=þbm] =p, 


6 
"sarl 


DEENEN (57b) 
wu, 
t= Ro ECHT 94.) 
Bei Belastung des Ständers: 
amp, mp. [bm1]=p— 5 f 
2 e SC 
ERC ` "Lag ée (58b) 
x BU Pe) j 
g Bo Hr 


Diese Gleichungen werden wir im folgenden Bande bei Berechnung der Rahmen 
verwerten. 
4* 
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ar 
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-$6. Der kontinuierliche Träger auf 4 Stützen. 


TI. Allgemeine Gleichungen für die Stützenmomente 
und beliebige statische Größen. 


Der kontinuierliche Träger auf 4 Stützen mit einem festen und 
drei beweglichen Lagern ist zweifach statisch unbestimmt. Wir 
wählen als Grundsystem drei zusammenhängende Balken auf je zwei 


Aa be 


Fig. 55. Grundsystem. 


Stützen (Fig. 55). Als Überzählige sollen die Einspannungsmomente ' 
X, und X, über den Mittelstützen A und B gelten. 
Für X, haben wir die Gleichung: 
y= [bm.1] Z, 
EE poi] -Ny 


7 


D D D ` 
WE ll ges, 


„= [bm.1] = f i5.: mis”: S 


J’ ist, wie bisher, irgendein (mittlerer) Wert eines Trägheitsmomentes. 
Zur Ermittelung dieser Werte ist. zunächst die M,.ı-Fläche, 
d. h. die Momentenfläche für %.,=1 (d.i. X, =1 am einfach 
statisch unbestimmten Hauptsystem; Lastengruppen X,, und X, 
am Grundsystem) zu bestimmen. 
Die M,- und M,-Fläche (Fig. 56a u. b) liefern folgende Ver- 
schiebungen des Grundsystems: 
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Momente infolge X „= 7 am 
einfach unbestirtziien System 


4157 
Fig. 57. 


Momente infolge Ka =1 Dr 
einfach urnbestimmten System 


Fig. 58. 


Es ist damit 
Aan GER 


faa] ` A 
[aa] (u +4) 
Diesen Wert bezeichnen wir mit F,, (Festwert). Es ist also: 


a(l; KSC H 
Der Belastungszustand ‚X, us 1 ist also Gar D durch die am Grund- 
system angreifende Lastengruppe: 
Aan zc: 


Damit ergibt sich die in Fig. 57 dargestellte W .,-Fläche. Wir 
finden also aus Fig. 56b und 57: 


z de A 
Ac äh, USD LEE, 


a(l a th N Ei =h" 
120, Tb) 
Der Zähler Z, wird nach den Angaben in § 1 (s. GL 3): 
1. Bei Belastung von Feld I: 
- Za = Gar Ban 
2. Bei Belastung von Feld }: 
Z, eN F Ss Pa- 
3. Bei Belastung von Feld 1 
2, = = g] 
Ist X, gefunden, so können wir X, bestimmen aus der Gleichung: 


N, = 


d 


J e 
Darin wäre [am] = | M,M,@s y aus der M -Fläche und M,-Fläche 
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mit Hilfe der Formeln in § 1 zu finden. — Wir können hier jedoch 
den Wert für X, auch in gleicher Weise wie für X, in der Form 


zul ermitteln, wenn wir die Momentenfläche für X, == 1 am 


einfach statisch unbestimmten System aufsuchen. Diese läßt sich 
aus der M,.ı-Fläche ohne weiteres angeben, wenn man im Wert 
für P. statt 1 jetzt LU einsetzt. Der sich hiernach ergebende 
Wert F,a (Fig. 58) ist: 
H P 
F =s- gc , 
= ZU LC) 
Der Nennerwert N, ergibt sich aus N, durch Vertauschung von 
l, und l,- Es ist also 


ENN IK 
er 


Der Zähler Z, wird dann: 

1. Bei Belastung von Feld 1: 

Z, = P. 
2. Bei Belastung des Feldes }: 

Z =p H Fra P 

3. Bei Belastung des Peldes l: 

Z, = Fra WA 
Wir erhalten also die folgenden 


Gleichungen für die Unbekannten: 
1. Für Belastung im Feld 1: 


1 
e e nen 
a N, Pa» 
1 
n=- Far Pa 


2. Bei Belastung des Feldes ],: 


1 l 
Ka = — y, Pa Hra’ Pa), 


~ 
PR 
© 
Sr 


- 1, 
A, = + Far 9ı)- 


3. Bei Belastung des Feldes z: 


1 
Kr Poa Po 
a 
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Darin ist: 
Ze 
Fa gr 
D. 
Pam a FTN me 
rd A LEI ) 
vn UN) ri) | 
a 12 (ly + Li H 
IH | 
Ter 12(1 +4) ` 


Sind die Unbekannten X, und X, gefunden, so ergeben sich 
folgende Werte für die sonstigen statischen Größen des Systems. 
Auflagerdrücke (vgl. Fig. 55): 


u u E TI JEES 


B=B, +x, EECHER 
h d l 


1 . (61) 
ae 
D= Dr SC 
Momente (x immer von rechts gemessen): 
Feld l}: Mz, =M, + a 58), 
a’ 
x 
D l: Me, = Mo +x e SE D -2). . (62) 
D l: Ma =M + 3,7: 
Querkräfte: ` 
Beld Se GEET? 
Le 
» h en 222. (63) 


n l : = Qo — X7 ” 


Sind die Querkräfte an den SÉNG ermittelt, so ergeben sich 
die Auflagerdrücke auch in der Form (vgl. Fig. 59): 


E ZC Ga fa 
d Wi Ze Wi 


Fig. 59. 
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=Q, | 

A= — Rat aan (64 
GRO ) 
D=—(.- 


Mit Hilfe der Gleichungen (59) bis (64) läßt sich der konti- 
nuierliche Träger in gleicher Weise für die verschiedenen Belastungs- 
fälle untersuchen, wie die in § 2 und § 3 behandelten Träger. Sind 
mehrere Felder belastet, so ist es zu empfehlen, die Belastung jedes 
Feldes getrennt zu behandeln und die Resultate nachträglich zu 
addieren. In gleicher Weise ist zu verfahren, wenn mehrere Be- 


lastungsarten in Frage kommen. 


_ Bei einem kontinuierlichen Träger mit drei gleichen 
Öffnungen und konstantem Trägheitsmoment wird: 


EE e, (60a) 


Damit ist also: 


1. Für Belastung im Feld 1: U 
n 8 1 | 
I= T P | 
— „31 
Ki kene gedet d | 
2. Für Belastung im Feld 1: | 
Kur Pı Pa)» (59a) 
S 21 
Anere? e "e Kä | 
3. Für Belastung im Feld 7;: 
BECH 
Tampy Pu 
g 81 
A= 9 


Die übrigen statischen Größen, wie Auflagerdrücke, Momente 
und Querkräfte ergeben sich ohne weiteres nach den Gl. (61) bis (64). 
II. Ermittelung der Unbekannten für ruhende und bewegliche 
Belastung. 

a) Ruhende Belastung, Temperaturänderungen und Widerlager- 
verschiebungen. 
Im folgenden sollen nur einige besonders wichtige Belastungsfälle 
behandelt werden; im übrigen sei auf die Tabelle X, Seite 65, verwiesen. 
a) Einzellasten, 
Sind die einzelnen Felder durch Einzellasten, P, im Feld LI. 
P, im Feld /,, P, im Feld I, belastet (Fig. 60), so finden wir, da hier 
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Hierbei sind die Werte c zu bestimmen 


in den ersten Gliedern (Einflüsse von P,) für m 
o 

» » zweiten » { » ” P) ” 7° 
' b 

: E, 

» » dritten H ( o » P) » a à 


Auflagerdrücke, Momente und Querkräfte ergeben eich nach 
den Gleichungen (61) bis (64). A 
Sind mehrere Einzellasten in einem Feld vorhanden, sosind deren 


Einflüsse zu addieren. 
Sonderfälle: 


1. Bei einem kontinuierlichen Träger mit je einer Einzellast 
in Feldmitte wird: 


EE 
la ly L 2 j 
also a =i = für alle Felder. 


Damit wird nach Gleichung CH ja auch Tab. VII, 6): 
ZS 


ns 
X, =— a. ar __ db SE PJ e. ee 8 
16 da’ 
N, 16 N, N, A pl | (65a) 
BL VP 2. 
Ze aD m 
u N, 16 Far N, FE) N, 16` | 


2. Hat der Träger gleiche Foldweiten und wird das Träg- 
heitsmoment als konstant ee so wird: 


X, =— P, 1a e E län —6)+ 15° PL NW (65b) 
X, = 4 Pol-e — P, Helle 
3. Steht in diesem Falle die Einzellast in Feldmitte, so wird: 
l 
X = 4P, +8P,— PÄ 
a 5( + b (650) 


=, P,+3P,+4P.). 1 
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4. Sind die Einzellasten auch noch unter sich gleich, so wird: 
p > 3 : 
X= 5 = gP- Zeg sex aw w (65d) 


Die anderen statischen Größen sind wie vorhin zu berechnen. 
£) Gleichförmig verteilte Vollbelastung!). Bei gleichmäßig 
verteilter Vollbelastung in den einzelnen Feldern mit g,, g, und 4, 


Ee S 
Ole da > Ze, Le 


Fig. 61. 
(Fig. 61) ergibt sich nach Tabelle VII für die Zählerwerte der Un- 
bekannten: 


q 2, q L? q A 
Zeit AR Fr 


Ge , Gb ,, GA A 
Z= Fat CN 2 ke rhel e 


Damit ergeben sich folgende Werte der Unbekannten: 


L la la? ly % Ui 1 d L 

sa MR e 1 et Ge 

Xa N, 24 Ta 24 ( +F, a) N, 24 Fa i (66) 
L ga > ly % l; v d. l” 

SECH 94 "ab N, 94 elt Ad dE a 


lala | Xa 
L= TT. 


la ta a 
dE, 
u AIR, 
2 l (67) 
Gë DR SE 
2 L 
Ges. 
E 
Die Auflagerdrücke sind dann: ` 
© Asch, Ra 
B=Q,— &', 
Get. v 5 ass kp sw (68) 
=—l:- 


1) Mit Rücksicht auf das häufige Vorkommen dieses Falles bei den Auf- 
gaben der Baupraxis sollen hierüber einige nähere Angaben folgen. 
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Die Größtmomente in den einzelnen Öffnungen mögen in den 
Abständen a, b, c von den jeweiligen rechten Auflagern der be- 
treffenden Öffnungen angreifen. Diese Abstände sind dann gegeben 
durch folgende Gleichungen (gemäß Gl. (19), $1, worin für B hier 
die Querkräfte Q,, Q,', Q; einzusetzen sind): l 


bame e a mu e a (N 


An diesen Stellen sind dann die Momente 


Maes 2 Ea a 


a 


Weit, 1 Ss 5 e Sg 3 AS 5 (70) 


AM. 7 


Sonderfälle: 

1. Für den besonderen Fall eines Trägers mit gleichen 
Spannweiten ! und konstantem Trägheitsmoment J' =J 
vereinfachen sich die Gleichungen wie folgt: 


Unbekannte: 
le; 
= 04434): 
p . . . (66a) 
X, =— po u t3 atta). 
Querkräfte: 
l 
Q= gg CE la — È o F 0, 
l 
= 8t la a H) 
l s 
Ti aa 4): 
. . . . (67a) 


r l \ 
Weld, Ê b — L)» 
l 
Q= zo — qa EE F B4 ge), 


l 
Qa = gg la EE — 264). 
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Auflagerdrücke: 
E - 
EE H l 
N l i . 
A= Qi — Qa se 13 la ll h — 29): | (68 ) 
f a 
Be E | 
—% 30 at bmi Dt 
I 
D = — Qa = z (la 3% +26 4)- 
60 
Größtmomente: Porn Q? } 
= Sg "Sei 
deeg tra e (70a) 
gg | 
"Za ) 


Die Lage des Größtmomentes ergibt Gleichung (69). 
2. Für den Träger mit gleichen Öffnungen und gleicher Be- 
lastung in allen Feldern (q, = q, = q, = q) erhält man: 


Unbekannte: 
DE q? 
z= nn nn. (666) 
Querkräfte: ` Q= — Q= Zgl, ) 
a. Q, = — 54l (67b) 
ql 
H. = U= J 
Auflagerdrücke: C=Q,—=32ql, ) 
A= d, geg Qu = q l, 
Begi, 22222. (68b) 
D=Żql. 
Größtmomente: W, = 0,0847, ) 
M, = DIER Af, . (70b) 


"M, = 0,084. J 
Die Lage der Größtmomente ist gegeben durch: 


a=0,61,) 
b= 0,51, e, , (69b) 
c= 0,4.. 


y) Dreieckförmige Vollbelastung der einzelnen Felder mit 
den größten Belastungsordinaten an den Stützen A, B, D (Fig. 62). 
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Fig. 62. 


Die Zählerwerte ergeben sioh wie folgt (vgl. Tab. vI): 


Bu Fl D - PAN r 7 
Z= e T T Kr UN (7 + 8 Fpa) + EA i Fpa 


Dala 3 
SE Pa HAE et) LE 


360 ' 860 ° 
Damit ergeben sich für die Unbekannten die Werte: 
7 L Pala l Pl r L Pe K ) 
CSC 45 N, 360 HERRIN ze Pie | 
N Pala LI p LI [> EN 
E gegen SG est vi ee 
SS So Tue seg TR aen ` | 
Sonderfall 1. 
Für einen Träger mit gleichen Öffnungen ergibt sich: 
e e 
Xa = 0329. — 20 Py 7P.): 
2 (71a) 
x= 900 (8 pa — 25 p, — 28 p,)- Í 
Sonderfall 2 
Ist außerdem p, =p, =p, =p, so wird: 
1 
X, =X, =—Ē. ....... (71b) 


Anmerkung: Dieser Belastungsfall kommt insbesondere bei einer trapez- 
förmigen Belastung zur Anwendung, wo die dreieckförmige Last mit der vorhin 
behandelten rechteckigen zu kombinieren ist. 

6) Dreieckförmige Vollbelastung der einzelnen Felder 
mit den größten Belastungsordinaten in den Feldmitten 
(Fig. 63). 


Eig. 63. 


Die Zählerwerte ergeben sich unter Benutzung der Tabelle VII 
und mit Hilfe der Momentenflächen Fig. 57 und 58 wie folgt: 
Dale la Fish, (AH Fpa) Faapo LL Fpa 


H 


Z,= 108 Pala la -Fas t 10591 Ael +Z an) T T82 Pe le” a 
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Demnach lauten die ee u ai Unbekannten: 


Lan _ by 5b 5p,1? 
= — u.a. 1+F, dere 
Za N, 192 N, 192 ` ta) — 192 da (72) 
I, 59,1% u Du. ; (An? 
e eg u, F en, ee 
a N, 192 Far N, 192 KN J N, 192 


Sonderfall 1. 
Hat der Träger gleiche Spannweiten und konstantes Träg- 
heitsmoment, so ergeben sich die Gleichungen: 


_ Pali P 1, SÄI, D 


X= 24 32 96 Sëtz Gëf 32, +P.)» 
ee (723) 
g Pali EE Eegen ee Ze 
„= 96 32 24 96 FR 3P, dal. 
Sonderfall 2 
Sind dazu die Lasten in den Feldern gleich, so ist: 
2 
X, =X, =f... a a A e . (72b) 


a b 16 
el Äußere Momente M, und M, als Belastung an den 
Endstützen C und D. 
Greifen an den Balkenenden äußere Momente an (Fig. 64), her- 


e am 


fe A S 
Fig. 64. 


vorgerufen z. B. durch einen Kragarm, so erhält man nach Tabelle VII 
und mit Hilfe der Momentenflächen Fig. 57 und 58 die Zählerwerte 
der Unbekannten in der Form: 


Z,= Mr, LI Si Pp 
M, M, 
r e ln 
Die Gleichungen für die Unbekannten lauten dann 
, à , 
ne EM.) 
a 6 N, 6 e 
r . (73) 
17 M L&a Ma | 


b N, 6 Fov "E N, 6 J 
Sonderfall 1. 
Bei gleichen Feldweiten und konstantem Trägheitsmoment ist: 
4 


e 1 
Le ees Mam 


t- .. . . . (3a) 
set Ae, | 


$ 6. Der kontinuierliche Träger auf 4 Stützen. 63 


Sonderfall 2. 
Ist außerdem M, = M, =M, so ist 


ZB ët, e, GM 


OO Temperaturänderungen. 

Bei gleichmäßiger Temperaturänderung treten keine Spannungen 
auf. 

Hat der Querschnitt die Höhe A und besteht zwischen dem oberen 
und dem unteren Rand ein Temperaturunterschied A t(= t — t,), 
so sind die Unbekannten (vgl. Gl. (5), Seite 6): 


Bu Z, 1 dt L H ly H L | 
LEI EHRT Re ; 
E 4t E 5 AR 
Er Bat ar Da GZ hee Ak Piata 


Setzt man die Werte für F,, und F,, ein, so erhält man: 


i 7.0 
xt, figy Ek ) 
“NH 4 | (74) 
4 ILU TERE 
Stan en | 
N, Ah 4 


Sonderfall 1. 
Bei gleichen Spannweiten und konstantem Trägheitsmoment 
wird daraus mit N, = NM zs Zi: 
> 1 dt 
e Deg =z BJ e - 
Querkräfte, Auflagerdrücke und Momente ergeben sich nach den 
Gl. (67) bis (70); darin sind die Werte Qo; An, Bos Cos Do und M 
gleich O zu setzen. 


n) Widerlagerverschiebungen. 


. . . (748) 


Fig. 65. 


Verschieben sich die Widerlager in Richtung der positiven Auf- 
lagerdrücke (nach oben) um die Werte [lw.2] gleich ö,, ö,, ô, und ö, 
(Fig. 65), so erhält man den Zählerwert der Unbekannten X, nach 
Gl. 6, Seite 6 in der Form: 

Z, = — EJ' SZ, ı [lw.2]. 
Darin sind L». die Auflagerdrücke des einfach statisch unbestimmten 

1) Wenn bt ist, so finden die Verschiebungen im Sinne negativer 


Momente statt, da der Baklen bei größerer Erwärmung des oberen Riegels 
sich nach oben ausbiegt. Die Verschiebungen [it.»] sind also hier negativ. 
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Hauptsystems für die Belastung %,.ı=1; dies ist eine Belastung 


b 
des Grundsystems mit X,, = 1 und X, = — GC = F,» Aus dieser 
Belastung ergeben sich die Sc 
F 
Cs 1 == 
la 
1 1 1 
a A EA 
a D b 
1,1 
Ba=—lc+2)te, 
I, I, l; 
1 
kd 
ce 
Damit ergibt sich nach a en 
ale Au an TE Auen 
a e 
In entsprechender Weise findet ne 
Zr | = Zon nn]. 
" a l; D 
Damit haben wir die Unbekannten in der Form: 
Za 
Xx, =— Ca 
EJ[ö6,—6, AA ô, d 
=7 Es — 2 t (1 — Fpa) — 2 SEN 
A a b e (75) 
X, = — N, 
EJ’ [a %.r, Ts ô, — ta 
=T pi (4 — Fa) — “rj 
Sonderfall. 


Bei gleichen Spannweiten und konstantem Trägheitsmoment 
ergibt sich daraus: 


xX EC 2-20, +40] 
2a as, +3(28, in) 
a (75a) 
2 |-16.-0420,- 96-50] 
=E aa +3(26,— 36 AAL 


In dem Zahlenbeispiel $ 7 ist die Anwendung der in den vor- 
stehenden Ausführungen gewonnenen Formeln erläutert. Für die 
wichtigsten Belastungsfälle sind in Tabelle Xa die Unbekannten X, 
und X, angegeben. 


KG EWEAEAE 


2 


€ 


In dieser Tabelle bedeuten: 


Tabelle Xa. 


J Li A0 Lia Fäi — bo” l 
Pelee Beben e Ge lun T b. Re A ven en Ma ale 
J A 37) KJG SR Fa=— gay = 12 1) 
CR Belastungsfall | "Unbekannte 
| R B D RE NR bB CL. 
| Ea Pofa e 
g A B 2| Ne. 2%. ee AN Pole 
R ee ee mg arg Br“ 
WS j Se wm kK Pl MS: CR en 
Kä Z H BLZ Eee EM 7 e 
9 Fa ò =e -F Ke N, „ie N 16 Ga Fra) — Ce "up Fya è 
7 i i k — “a fata A BI Pal 
ee Se AS e EE 
el ees u ar! r ld! la la UN KU KOUM l z l a u 
ged éeg pg gn DEE Keen Fi a ee E 
n H Na ` 2 F D 1 ba ba’ hi 
3 mam man o SN "SS T 
SS WD la Aa l l, HI y? qele 
p la >e Hie Se g= -7 a Tohi "aa" Fw k, -}- GER "ech 
= e le „lala ` HN KOUM e Qele a 
nn N 4 N, 24 C-H Fpa) — N, 24 Foa 
7 ta La la” LW RI I, le de le 
Fe ee e 
VU Palè W Poh, nh H Pelè 
Xa N, B60 m ang Wu IEN ES N, Na 300 ba't 
» ___ la Pala? S LN ml? ÄM Pelè 
Bo Fe ne E aen 
7 JN Pale D pol? i V pelë 3 
6 SC" N, 45 N ei d F8 Faa) — Na BE 
LE Pa Li A Po h? Ei Pe LE 
Xa N Far— N; "aer (8-4-7 Faa) — N 360 7 


Zusammenstellung. 


(le EMIL) 


usz7nIS F me IFRI syaıpısmunuoy Iq o $ 


nee Tabello Xa. 


Zusammenstellung, 


— — EE 


Lauf. Nr, Belastungsfall | Unbekannto 
pa LU And WM 5 
Ju ww "Kr me D Bu 
LG ni zu 
e Na 19 ""m 
. vw Le Dale l 5 po h? 
ap = N, S 192 ° e Fa, s 199 UL. i Far) 
L le, B Pelè 
N, E 
LW M, I’ M, 
M E M 00, 
8 A e n= T m 6 Fb 
g A 18 D eg la M, F L A, S LU 
mg gt l; SS ng er, m 
SE EE 
9 Temperaturänderungen Xa== N, Eh waa 4 
` (to — tu) = At e ui A „A 2 Ge 
X, NET EJ 
E u l REIT EN A =à 
Gees NM E Ta ` Foa) 
6 3, 
l E 
10 Widerlagerverschiebungen Sin. A. 5, = 
B- | Fat U 8 


©» 
Də 


-uosyoy uəFrupeiog gua swəgsíg sdrpuesor 
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Wie die Gleichungen (65b), (66a), (67a), (68a) erkennen lassen, 
ergeben sich die Werte bei gleichen Feldweiten und konstan- 
tem Trägheitsmoment in besonders einfachen Formen, die zudem 
den Vorzug haben, daß man aus ihnen sofort die Größtmomente 
entnehmen kann. 

In den folgenden Tabellen Xb und Ke sollen für einige be- 
sonders häufig vorkommende Belastungsfälle des kontinuierlichen 
Trägers mit gleichen Feldweiten die wichtigsten Momente und Quer- 
kräfte angegeben werden. 

Mit Hilfe der zweiten Rubrik der Tabelle Zb lassen sich die 
größten positiven und negativen Werte leicht angeben; in Tabelle Xc 
sind diese Maxima und Minima mit. der Belastung, bei welcher sie 
auftreten, zusammengestellt. — Die dritte Rubrik der Tabelle Xb 
liefert die Werte für gleiche Belastung aller Felder. 


Tabelle Xb. 
Stützenmomente (X), Feldmomente (M, und M,), Querkräfte (Q, Quas Qa l- 


Belastungen in 
allen Öffnungen 
N gleich. (g); (P). 


D Belastungen der einzelnen Öffnungen verschieden. 
(fo Jo: PAR (Pas Pos RA 


Ser 
"rt Tree 7 = 

— TA L— — 
X, © (= 0,067 ga — 0,050 ga Dal | —O1ge 
M, (0,093 ga — 0,020 gs — 0,007 9.) È 0,08 of 
M, (— 0,025 ge + 0,075 9, — 0,025 g.) 0.025 g 
Qe (0,433 ga — 0,05 go + 0,017 ge) l 0,4gl 
Qa (— 0,567 ge — 0,05 go — 0,017 ge) l — 0,6 gl 
Qe! (0,083 Ja — 0,5 Sp — 0,083 Je) l 0,5 gl 

2 E R 
hj tim $= 

f 7 7 27 \ 

u Z G 
K (— 0,1 P, — 0,075 P, + 0,025 P) 1 — 0,15 PI 
M, (0,2 P, — 0,0375 P, + 0,0125 P,) 1 0,175 Pl 
u, (— 0,0375 P, 0,175 P, — 0,0375 P) 1 01 Pl 
d. 0,4 P, — 0,075 P, + 0,025 P, 0,35 P 
Qa — 0,6 P, — 0,075 P, 0,025 P, — 065 P 
Qa 0,125 P. -+0,5 P, — 0,125 P, 105P 

Pa P, D 


Vollwandige Systeme mit geradlinig en Achsen. 


Tabelle Xb. 


(Fortsetzung.) 


Belastungen der einzelnen Kee verschieden. 


(Jas Jos Je); (Po Pos Po): 


Belastungen in 
allen Öffnungen 


gleich. (g); (P). 


ke m ug 7 nr ~- 
X. (— 0,178 P, — 0,133 P, —- 0,044 PAI — 0,267 Pl 
M, (0,274 P, — 0,044 P, -0,015 P) l 0,245 Pl 
M, (— 0,067 P, + 0,2 P, — 0,067 P) l 0,067 Pl 
Q, 0,822 Pa — 0,133 Ps = 0,044 P, 0,733 P 
Qa — 1,178 P, — 0,133 P, + 0,044 P, — 1,267 P 
Qr 0,067 P, +1,0 P, — 0,067 P, 1,0 P 
X (— 0,25 Pa — 0,1875 P, -+ 0,0625 P,) l — 0,375 Pl 
M, (0,875 P, — 0,09375 P, - 0,03125 P,) 1 — 0,8125 Pl 
M, (— 0,09375 P, + 0,3125 P, — 0,09375 P3 l 0,125 Pl 
Q: 1,25 P, — 0,1875 P, - 0,0625 P, 1,125 P 
Qa — 1,75 P, — 0,1875 P, + 0,0625 P, — 1875 P 
Q 3125 P +1,5 P, — 0,3125 P, 1,5 P 


Tabelle Xc. 


Größtwerte bei veränderlicher Belastung: 
a) positive Größtwerte (Max.) | b) negative Größtwerte (Min.) 


mr | 0,11 d 


Xa | n | 0,017 
-| m- IM |-+0,1 dE, | — 0,02 ob 
M| AET |+0,075 | MT Hmm. 1 um Lut 
Qe +045 ET |—005 [al 
Q DEN =0617_ Ji 
eh #058 |° H å — 0,083 [gl 
Xa a | 40,025 N x —0,175 Lët 
p | —— 
M, l P + 0,2125 “V [0,0375 Lt 

= ge ! > 

M, i 40,175 D D —0075 Ip 
` P ER E P A I 
Qe | + 0,425 | — 0,075 |P 
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005 0,025 P | — 0,675 P 
e E Ee — 0,625 EE e | — 0,125 P 


Xa gi 10,044 | ele j | — 0,311 |a 
M, el le P| Je + 0,289 Be E d — 0,044 


| — 0,183 


Qa P P| |p + 0,044 ais — 1811 

Qe’ | + 1,067 et — 0,067 

Xi 8 | 1.0,0625 | P ir — 0,4375 | Pl 
o | i | u 

M, er -+ 0,40625 lie — 0,09375 | Pl 


E BE A T j 


M, | D? —oag | HI PP | — 0,1875 |P 
| 


Qa bas rt -4 0,0625 Pee — 1,9875 |P 
Qe! ` 41,8125 | — 0,8125 |P 
Anmerkung: Die Einzellasten in den vorstehenden Gruppen sind in den 


Mitten bzw. in den Dritteln und in den Viertelpunkten der Öffnungen an- 
genommen. 


b. Bewegliche Belastung. 

a) Einflußlinien. 

1. Die Gleichungen (65) unter a, «) geben die Gleichungen 
für die Einflußlinien der Unbekannten X, wenn man P=1 
setzt und ZS, E und é, veränderlich annimmt. Die Gleichungen 
für die Einflußlinien der Unbekannten lauten dann: 
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Sé A 
a eg (Feld l); 
Ehr Feld Z 
= 7 gT Fra Ceh (Feld }), 
L l, ? 
EECH (Feld 4). 
WÉI uw 
u, Mo, Feld l), 
SZ Tarh: (Feld 1,) 
e u b a i 
Gm | — N. 6 (Fas ` ĉa) (Feld 7), 
a 
T l 
ECA (Feld 1,). 
aar ai i 


In Fig. 66 ist die X,-Linie dargestellt. 


Wollen wir die Abstände a, b und c der größten Ordinaten ermitteln, so 
differenzieren wir die Gleichungen für die einzelnen Kurventeile nach x und 
setzen die Differentialquotienten gleich 0. Man findet dann: 


TIIPR ` 
be], En TN | 
1— Fa s 3 (1 Baal l 


— Fya— vi ad +F, + Faa) 


= D knd 


1— Fra j 


2. Die Einflußlinie der Querkraft Qc ergibt sich nach 
den Gleichungen: 


2 etg, +x) (Feld) | 
mg ao (78) 
Pz (Feld 2, und d 


Die Einflußlinie wird aufgetragen (Fig. 67), indem man, entsprechend 


Fig. 67. Querkraftlinien für Feld l. 


$ 6. Der kontinuierliche Träger auf 4 Stützen. 71 


dem Klammerwert in Gleichung (78), bei C(£,—=1,) den Wert CE=1, 
abträgt. Verbindet man E mit 4, so sind durch diese Gerade (9 
Linie) die Werte £, gegeben. Trägt man dann an die Geraden E A 
und ABD die Einflußlinie für‘ X, an, so erhält man die Q,-Linie. 
Da im Feld !, die X,-Linie negativ ist, so subtrahiert sich diese 
dort von der Q,-Linie FA. In Feld I, und l, ist. die Q,-Linie pro- 
portional der A. ESCH — Die so gefundene Einflußlinie hat den 


Multiplikator = 1 (Fig. 67). 
Um in gleicher “Weise die Q.Linie für Feld Z, nach der Gleichung 


x, TE vu 
d. = Qao zf: = -(1-)+2=7 II. PE + X] 


zu finden, trägt man zunächst die mit l, multiplizierte Q -Linie OF 
mit AF= — l, auf; da hier sowohl Q, wie X, im Felde l, negativ 
sind, so addieren sich die Einflußlinien (Fig. 67). Es verläuft also 
die Kurve CF parallel der Kurve EA. In den Feldern l, und I, 
ist die Q,-Linie identisch mit der Q „Linie. — Die Querkraft- 
linie für einen Punkt m (Q,-Linie) im Feld I, ist identisch mit 
der Q,-Linie, solange die Last 1 rechts von m steht; sobald sie links 
von m steht, ist die Q,-Linie gleich der Q,-Linie. Zieht man also 
in Fig. 68 die Gerade GH durch m, so ist die Begrenzungskurve der 
schraflierten Fläche die Q,,-Linie. 

In gleicher Weise sind die Einflußlinien für die Querkräfte in 
Feld l, zu finden. 

Im Mittelfeld ergibt sich eine Querkraftlinie nach der 
Gleichung 


Lo 
9-4. 
b 


Diese Einflußlinie ist in gleicher Weise zu zeichnen wie die 


£ 


Fig. 68. f Suerkraftlinien für Feld lz. 
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in den Endfeldern. In Fig. 68 sind die Geraden AFE und BF die 
mit I, multiplizierten Qao- und Qb0-Linien nach den Gleichungen: 


2 b. 
Qao E 


z >b 
Wa (a sl 

Die Kurven CA, AGE bzw. FHB stellen die Einflüsse der 
Differenz X, — X, dar. 

Für eine beliebige Querkraft Q„ im Abstand x, vom rechten 
Auflager B ergibt sich die Einflußlinie wieder durch die Gerade GH 
durch den Punkt m. (In Fig. 68 schraffiert.) 

3. Die Einflußlinien der Momente ergeben sich wie folgt: 

Für die Momentenlinie eines Punktes im Feldl, im Ab- 
stand x, vom rechten Auflager 4 lautet die Gleichung: 


A Atten, 


Darin ist für eine Last 1 im Feldel, im Abstande é, vom Auf- 


lager 4: 
un) 
X = — aa, , = — aa Sa e, a. 2a 
ven aLr T Ze 


g ZS n 
afata l wenn &,>x 


a? 


a” 


TaS & 
DË wenn č, <£ 


Für eine Last 1 im Felde I, oder l, ist M= 0, also 
wi )ln........ (09) 


Der Verlauf dieser Einfiußlinien ist in Fig. 69a—c dargestellt. 


Die Belastungsscheiden, d h. die Nullpunkte der Einflußlinien, findet 
man, indem man obige Gleichungen (79) gleich 0 setzt. Die erste der 
Gleichungen (79a) ergibt dann: 


EE ee): 


la Sa la 
Ca 
l "e S se) 
nel A unanoseae (80) 
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| 
| 


y 
A 
Fig. 69a—c. Momentenlinien für Feld lz. 


Aus dieser Gleichung kann durch Einsetzen des jeweiligen gegebenen 
Wertes von D die im Feld L liegende Belastungsscheide der Momentenlinie 
| Wert ze) gefunden worden. Je nach der Größe von x, erhält man für a 

a a 
Werte, die größer oder kleiner sind als 1. Die Werte größer als 1 kommen 


nicht in Betracht; der Grenzwert ist Zei . Dafür erhält man die Be- 
ziehung: i 
Ta 
P 1 ze Je 
j% SA," la Ta —6N, 
la 


(Diese Beziehung findet man aus Gleichung (80), wenn man den Grenzwert 


7 = einsetzt.) Den aus dieser Beziehung sich ergebenden Wert von x, be- 
a 


zeichnen wir mit a und schreiben: 


o ` Lë 
la BNL "TT" 


e a — e E 


Den durch das Verhältnis = bezeichneten Punkt nennen wir 7’, (vgl. Fig. 69a—c). 


a 


Nur für Punkte zwischen 7, und 4 (< 2) hat die Momentenlinie eine Be- 
a a 


lastungsscheide innerhalb des Feldes l, (Fig. 69c), deren Abstand ZS. von A 
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aus Gleichung (80) ermittelt werden kann. Für =r liegt die Belastungs- 
scheide in C KÉ L); für “>. wird > 1; für diese beiden Fälle 
a a a ‚a 


es} ) erhält man keine Belastungsscheide der Momentenlinie im Felde l4. 

" Anme rkung: Setzt man die zweite der Gleichungen (79a) gleich Null, 
d.h. nimmt man eine Belastungsscheide innerhalb der Strecke x, an und dort 
eine Last 1, so erhält man: 


€ 


0 (1—2) ek Ei iis Al. 


a’ 
Diese Gleichung kann unter a. erfüllt sein: 
GEET 
bs 
e on. a]. 
2) 1— ~ 0; 7, As 


la f = ( GË 
3) 1 EN, (1— 2— = 
Die beiden ersten ran kommen hier nicht in Betracht. D e Be- 


dingung 3 stellt für die hier in Frage kommenden Werte von Ža zwischen 0 und 


la 
1 n SE SS eine no, dar. Es ist-nämlich gemäß Gleichung (60) 
a Tee 
Dieser Wert ist immer a als zwei, also STF Der Ausdruck 
(= — zl (2-2) ist aber für 0 <} < l immer kleiner als zwei, das Pro- 


dukt dieser beiden Werte ist also stets < G2=1); die obige Gleichung 3 


a 


kann also für die möglichen Werte von r nicht erfüllt sein; es tritt also 


keine Belastungsscheide der Momentenlinie zwischen dem betrachteten Punkte 
und dem Auflager A auf. 

Die Momentenlinie für einen Punkt im Feld], (Fig. 70a—c) 
ergibt sich in gleicher Weise wie für Feld 1. Es ist entsprechend 
für einen Punkt im Abstand x, vom Endauflager D: 


Mai, 
Steht die Last 1 im Feld l, oder l}, so ist: 


a * 


$ š (82 2) 


Steht eine Last 1 im Feld 7, im Abstand &, vom rechten Auf- 
lager, so ist: 


o ARE 
für é Gm: M 


Te 


| 
En 
m 
Be 
SE 
S 
d 
a 
= 
| 
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Fig. 70 a—c. 


Momentenlinien für Feld l.. 


Die Belastungsscheide im Feld l, ergibt sich, wenn man die zweite der 
Gleichungen (82b) gleich Null setzt, woraus sich ergibt: 


E _% 
en en e Lë et? 
ea E Em; L Wil 
le le != 
Die Belastungsscheide fällt mit dem Endpunkt D zusammen Lil 
für einen Punkt T, im Abstand c vom Endauflager, der gegeben ist durch die 
Gleichung: 
c 
kA 
c u 6 N, 
L Kader awi (53) 
oder 
c GN: 


TIF 6N 
Damit ist der Verlauf der Momentenlinien für die Punkte des Endfeldes gegeben 
(Fig. 70a—c). 
Die Momentenlinie für einen Punkt im Feld |, (Fig. 71a—e) 
im Abstand x, vom Auflagerpunkt B ergibt sich nach der Gleichung: 
& 2 x 
M=M+XF7+%: ( =A, 
b b 
Darin ist, wenn die Last 1 im Feld Z, steht: 


VO Vollwandige Systeme mit geradlinigen Achsen. 


Fig. ‘la—e. Momentenlinien für Feld lz. 


A 
CR ` ges l, L 
we ee 6N, 2 
lla K N 
en ET EB Ehe, 
ei 6N, "ai Ca SN. OM, 9 ba'-ta 
[Wie aus den Gleichungen (60) leicht zu ersehen ist, ist 
N _ Fa. 
N, = Far ` 
y 
also A —Fa 


womit sich obiger Wert für X, ergibt. Dies ist übrigens auch 
ohne weiteres zu ersehen, weil bei ausschließlicher Belastung der 
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Seitenöffnungen X, nur von X, beeinflußt werden kann und um- 
gekehrt.) 
Man erhält also für M. wenn die Last 1 im Feld Z, steht: 


M= A Pa Rd H Ral- . . . . (84a) 
a = e ba F, ba 
Dieser Wert verschwindet, wenn a Fe F; ist: d. h. auf den 
5 = 


durch dieses Abstandsverhältnis gegebenen Punkt des Feldes l, ist eine Be- 
lastung des Feldes l4 ohne Einfluß (Fig. 71b). 

Wir bezeichnen diesen Punkt mit T,,, den Abstand dieses Punktes vor. 
B mit b’; es ist also der Punkt Typa gegeben durch die Gleichung: 


L 
` Ar = — Fo. | 
1 EEE Een (85a) 
bk E, 
b LB 


b’ 
Wird — Deg, p’ so wird der Klammerwert in der Gleichung (34a) positiv? 
pa Xa See, ist, so wird M gleichfalls negativ (Fig. 71c,d,e). Umgekehrt wird für 


I Ger u der Einfluß der Belastung des Feldes l, positiv (Fig. Tla). 
b 


Für eine Last 1 im Felde /, findet man in gleicher Weise: 


x, 7 
MER PUR). 0 
Dieser Wert verschwindet, wenn 
na l al 
; lei, U 


ist. 

Den dadurch bestimmten Punkt nennen wir Tz; auf das Moment dieses 
Punktes Tes hat eine Belastung des Feldes l. keinen Einfluß (Fig. 71d). Er 
ist gegeben durch die Gleichung: 


b 
h 
b Ss e 
Fe SA as .. . . . (85b) 
oder 
T 10 
l; j II Gë Faz GC 
Wird E < a so wird der Einfluß einer Belastung des Feldes l. auf das 
ZS b 
Moment negativ (Fig. 7la, b, c); wird EN so ist der Einfluß positiv. 


l, A 
(Fig. 71e.) 

Es ist zu beachten, daß das Vorzeichen der Momente im Mittelfeld bei 
Belastung der Außenfelder nur von der Lage des betrachteten Punktes im 
Mittelfeld (d. i. von der Größe x,) abhängt, also von der Laststellung in den 
Außenfeldern unabhängig ist. 

NB. Der Punkt T,; ist der Nullpunkt der X, .ı-Fläche, also ohne weiteres 
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durch den Festwert D gegeben (Fig. 57). Wir bezeichnen diesen 
Punkt als „Festpunkt“. Entsprechendes gilt für den Punkt Tpa und die Be- 
lastung X, ı=1 am 1-fach statisch unbestimmten Hauptsystem. 
Steht eine Last 1 im Mittelfeld im Abstande &, vom Auf- 
lagerpunkt B, so wird: 
EN Lu . x 
für &,>2,:M= H EH a), | 
SA "e ir > f (84o) 
e a 5 b 
für $, <z, : W= d en 42,942, 1-2). | 
b b 3 b 


Die erste dieser Gleichungen wird gleich Null, d. h. die Last 1 steht in 
der Belastungsscheide, wenn die Beziehung besteht: 


m a ) 
N. "FERIEN 
in To f Ze | 
H lo i l 
-oder Se E E (850) 
N 
La ` w 
ls Ti Ka En, LH 
l ` ls 


Setzt man in diese Gleichungen die Werte X, und X, ein, nach Glei- 
chung (65), nämlich: 


WEEN e Bf A eg: Si 
Rena i Fo a'to) GN. l Kë bes SÉ 
bis, — hb a Si Zu ( SI 
Zare Ié i] Far Deg h Bee 27,4 Fa RT > 
so erhält man: 
So CETA _ SEH (1 + 
I 6N, b H gie I 


Aus dieser Gleichung läßt sich für das jeweilige T der Abstand $, der 

ù 
Belastungsscheide ermitteln. Der Grenzwert für diesen Abstand &, ist Z,, d.h. 
Šo 


n = 1l; für diesen Wert findet man aus obiger Gleichung die Beziehung: 
[7 


Setzt man in diese Gleichung die Werte für P. Ba, N, und N, nach 

Gleichung (60) ein, so findet man: ` 
Te A 

D E n l 
_ EIER 


b l 
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Das ist dieselbe Gleichung, die schon vorhin entwickelt wurde; sie führt 
OG 


auf den Punkt Tsa; für alle Punkte zwischen T,, und B ( Ee el weist die 

Mäi b 
Momentenlinie eine Belastungsscheide im Feld l, auf in einem Abstande 
P > E von B (Fig. Tla); für den Punkt Tze selbst (zp =b’) fällt diese mit 
b b 


A zusammen = 1) (Fig. TIb). 
b 

Für die Punkte zwischen Tsa und Ate b’) weist die Momentenlinie 
keine Belastungscheide links von diesem Punkt auf. Es kann jedoch unter 
Umständen eine Belastungsscheide rechts von diesem Punkte eintreten, wie die 
folgende Ausführung zeigt. 

Setzt man nämlich die zweite der Gleichungen (84c) für z Z Sé gleich 

d b 5’ 

Null, so findet man in gleicher Weise die Beziehung: 


IE 
bzw. 7 Ei 
To mmli 


. . e en e D En . . 
Hier wird der Grenzwert für &,, nämlich T = 0, erreicht, wenn die 
b 


Beziehung besteht: 


1-2 ERRETA it 
a = BA Dune (S5b) 
= e TAR PA KA 
i TA A 
Dies ist die Gleichung (85b), wie auf S. 77 gefunden; es ist also z, = b, 


wodurch der Punkt 7T,, bestimmt ist. Für alle Punkte zwischen 7,, und A 
(2, > b) ergibt sich eine Belastungsscheide der Momentenlinie zwischen diesem 
Punkte und B (<x, Fig. Tle). Für den Punkt T,» selbst (xp = b, Pie 71d) 
fällt sie mit B zusammen; für die Punkte zwischen T,, und B (zb, 
Fig 7la,b,c) tritt im Felde l, keine Belastungsscheide rechts von diesem 
Punkte ein. Für die Punkte zwischen 7,, und T,. (DI < ta <b, Fig. 71c) 
haben die Momentenlinien überhaupt keine Belastungsscheiden im Feld lz. 
Damit ist der Verlauf der Einflußlinien der Momente klargestellt. — 


8) Maximal- und Minimalmomenten- und Querkraftflächen. 


Auf Grund obiger Ausführungen können wir nunmehr die 
Maximal- und Minimalmomenten-, bzw. Querkraftsflächen 
für gleichmäßig verteilte bewegliche Lasten bestimmen. 

Die Punkte zwischen © und T,’erhalten die größten positiven 
Momente bei Vollbelastung der Felder l, und l„ wie Fig. 69a 
und 69b erkennen läßt. Die Momentenfläche für diesen Belastungs- 
zustand stellt also für die Strecke CT, zugleich die Maximalmomenten- 
fläche dar. Gemäß Fig. 70b und e gibt diese Belastung zugleich 
die Größtwerte für die Punkte zwischen T, und D im Feld l, so 
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daß die Momentenfläche auch für diese Punkte die Maximal- 
momentenfläche liefert. Die Stützenmomente bei dieser Belastung sind: 


X la Ia ET L G. Aue 
e 24N, Vollbelastung der 
Xaho ob, l/q,l2 | beiden Endfelder. 
S 24 N, 
Maximalmomerter- 
fläche 


un la’ Gala” — le Gele Fia | Re Lol EN dl 
a a UN, 
S le gel Foa | A lala Far 
Wé Te engt | Mn vumm nn 
Eé 24 Na Vë? 24 N, 
Losst + Fra) "n W gl? (1 Fao) 
E, et Dë u Lé a dE Gi ER 
Au 4N, | PB 34 Ny 
Fig. 72. 


Tragen wir diese Größen in A und B an (s. Fig. 72, A4—=X,; 
BB'=X,) und tragen an die Verbindungslinien AO und BD die 


Parabeln mit den Pfeilhöhen SS bzw. GL an, so begrenzen die 


8 
damit gefundenen Kurven zwischen C und E bzw. zwischen F und D 
mit CD die Maximalmomentenfläche. — Für die Strecke TA ist nach 


Fig. 69e zur Ermittelung der Größtmomente das Feld /, vollbelastet, 
das Feld !, dagegen nur teilweise belastet anzunehmen. Je näher der 
zu untersuchende Querschnitt dem Punkte 4 rückt, um so geringer 
wird die Belastung des Feldes l, bis sie für den Punkt A voll- 
ständig verschwindet (siehe Fig. ee Einflußlinie für X,.) Für das 
Stützenmoment X, erhält man also den positiven Größtwert bei 
Belastung des Feldes {, und entsprechend den Größtwert für X, bei 
Vollbelastung des Feldes 1. Diese Werte sind: 
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(oi? e e 

Ae — CN -F,.a (Vollbelastung des Feldes 1) 
Loi? f ' 

X, = Pan 24 N, "ab ( D ” D b) 


Tragen wir diese Größen in Fig. 72 in A und B als die 
Strecken AA” und BB” an und verbinden 4” mit E und B” mit 
F, so haben wir mit den Linienzügen 4” EC und B” FD die Maximal- 
momentenfläche der Endfelder. Dabei liefern die Geraden A E und 
B'F etwas zu große Werte, da die Verbindung, streng genommen, 
durch Kurven erfolgen müßte, die tangential an die Kurven CEA 
und DFB’ in den Punkten E und F anschließen müßten. Die Er- 
mittelung des genauen Verlaufes der Kurve ist aber recht umständ- 
lich, so daß es sich, wegen der geringen Abweichung von der Ge- 
raden nicht lohnt, sie zu ermitteln (vgl. auch $ 2, e ĝ). 

Für die Punkte zwischen 7,, und T,, im Mittelfeld finden 
wir die Momentengrößtwerte bei Vollbelastung des Mittelfeldes. Dafür 
finden wir die mr 


EE 44" = 3 Bun +F ‚| 
R ba) Vollbelastung 
"ol des Feldes 1. 
X, =BB" = ai (DAS i 


Tragen wir an die Gerade A” B” die Parabel A” GHB” mit 
der Pfeilhöhe Sr an, so stellt der Kurventeil GH die Maximal- 


momentenkurve für die Strecke T,, Toa dar. — Für Punkte zwischen 
T,, wid A ergeben sich die Größtmomente bei Vollbelastung des 
Feldes I, und einer Teilbelastung des Feldes l; letztere wird um 
so geringer, je näher der betrachtete Querschnitt bei A liegt, und 
verschwindet für den Punkt 4 (wie schon vorher erwähnt). Im 
Punkte A ist also der Größtwert 44”. Es ist also wieder (nähe- 
rungsweise) der Punkt G mit A” zu verbinden, und entsprechend 
der Punkt H mit B”. Die so gefundene Kurve stellt die Maximal- 
momentenfläche dar. Die gesamte Maximalmomentenfläche ist in 
Fig. 72 dargestellt. 

Um die Kleinstwerte (größten negativen Werte) der Momente 
zu finden, sind die Teile des Trägers als belastet anzunehmen, für 
welche die Einflußlinien negative Ordinaten haben. — Für die Punkte 
des Feldes l, zwischen © und T, ergeben sich die Kleinstmomente 
bei Vollbelastung des Mittelfeldes; es ist also CA” bis zur Senk- 
rechten durch T, identisch mit der Minimalmomentenfläche (vgl. 
Fig. 72 und 73). [In gleicher Weise findet man für Feld l, die 
Gerade DB” bis zum Punkte Pl Für die Punkte zwischen T, und 4 
kommt dazu noch eine Teilbelastung des Feldes !,, die um so größer 
ist, je näher der betrachtete Querschnitt bei 4 liegt, bis für A selbst 
die Vollbelastung der Felder l, und l, vorhanden ist. Für Punkt B 

Pirlet, Statik. II. 2. 6 
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ga 
B”? 
Minimalmomenter- 
fläche 
! 
Ss TI? d 
Li | 
£ LEE Ze ZZ D 
H (Es De LU + H Ge Li Fy, a | r l Oe Ai Fa A + le ge Lë 
lan DEN, | 37- 24 N; 
H qel? Fa ’ lg Ja la Fas 
ee = — LE 
dë ee Se 24 N; 
la! Jala — lo’ qol? (1 -+ Foa) gel? + lo qola? (1 A- Far) 
Reg eege VE e RO 
Ges 24 N, | BB 24 N, 
Fig. 73. 


ergibt sich bei Vollbelastung der Felder l, und 1 der Kleinstwert. 
Diese beiden Kleinstwerte der Stützenmomente sind: 


12 Lilli 
X, =— kä ee FM) (Vollbelastg. d. Felder! u. 1) 
a 


NM 8 / , 2 
X, letl up (HF) (Vollbelastg.d. Felder } u. L) 
24 N, 

Wir tragen AAU— X, und BB®=X, an; die Punkte E’ und 
A® bzw. F' und B® sind wieder durch Kurven zu verbinden, die 
wir jedoch annäherungsweise durch die Geraden Z’4® und Zi Ga 
ersetzen (Fig. 73). 

Die Kleinstwerte für die Punkte zwischen T, und 7,, ergeben 
sich bei Vollbelastung der Felder 7, und Z; für diese Strecke ist 
also die Gerade A P (vgl. Fig. 72 und 73), also die Strecke GH 
(Fig. 73), identisch mit der Minimalmomentenfläche. Die Punkte oi 
und A® bzw. H’ und B® sind wieder durch entsprechende Kurven 
zu verbinden, die wir durch die Geraden GI A8) und H’B® ersetzen 
(Fig. 73). Damit sind auch die Minimalmomentenflächen bestimmt. 

Maximal- und Minimalquerkraftflächen für gleich- 
mäßig verteilte Lasten. Der Größtwert einer Querkraft für 
einen Punkt im Feld /, im Abstande x, vom Auflager A ergibt sich 
gemäß der Einflußlinie bei Vollbelastung des Feldes 1. und der 
Strecke x, im Felde I, (vgl. Fig. 67). In diesem Falle ist: 


a 


e Se a 


a 24N, ba 24N, "Sig 
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CO 
Wu 


Damit ergibt sich: 


C — fala EE dn. lala Gel -- LK lala BZ ECH K E 
Vaa ah, 2 1.) 24N, = MNL Se 
Setzen wir: 
lig lE 
j een 5 
UE 24N 1 ba 
l galz 
fer e 


so wird: 
Qz, = 91 T NT N: 

Das erste Glied dieser Gleichung (n,) ist ein von x, unabhängiger 

konstanter Wert. Dazu sind dann die beiden Werte 7, und 7, zu 
addieren, die Funktionen von x, darstellen. 


Im Feld !, findet man in ähnlicher Weise bei Belastung des 
Feldes 7}, und der Strecke x, in l: 


a Zu [i H gel. Et AAA 
Qa = SCH rt 1) T 24N, Wi 
= A + Mm + ns- 
Für einen Punkt im Feld 7, im Abstande x, von B findet man 
die größte Querkraft bei Belastung des Feldes 1, und der Strecke x, 
(vgl. Fig. 68), und zwar ist dann: 


— woa _ Ka 
ne 


2 \b I, 
Infolge der Belastung des Feldes l, ist: 
E eenz Se? Lë Zu) 
e ME ua u A € 


Infolge der Belastung der Strecke x, ist: 


X —y Lhi KE Ra Zahl . 
a 24 N, N, 
Damit ergibt sich: 


EECH 
b 


24 NR. N, S KE 
ba; (tech Kach 
24 N, N, 
= a + 1a — 3- 
Auch hier ist wieder „7, ein konstanter, von x, unabhängiger 
Wert. — Die nach diesen Gleichungen angetragenen Maximalquer- 


6* 
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| la | l, i le 
It le Fra la “Qala Lë Far | I do l N 
e "He I u el 1 d ` 
G | 24 KL AL NRW 75 rue 
ld -Qala k dolo E | qele (ey 
G fm "wee z Vi | 3 Vi 
, SCH | -gl (t Tih „at iah) EK 
1s S "Vt 34 N -NÑ I MN" 


Fig. 74. Maximal-Querkraftfläche. 


kraftflächen zeigt Fig. 74. — Im Feld l, ist o, und im Feld l, ist 
Nz so gering, daß sie in der Zeichnung verschwinden. 

Die Minimalquerkraftfläche für gleichförmig verteilte Lasten 
kann man nun dadurch finden, daß man die oben gefundene Maximal- 
querkraftfläche von der Querkraftfläche für Vollbelastung subtrahiert, 
denn der Kleinstwert der Querkraft eines Punktes ergibt sich natür- 
lich bei der Belastung der Balkenteile, die beim Auftreten des Größt- 
wertes unbelastet sind. Die Querkraftfläche des Trägers bei Voll- 
belastung aller Felder ist gegeben durch die Gleichungen (67): 


_— lalag Ze 
C m 


lle |, Ze 
Vert la 
Dë db I, X, 
S 2 I, u 
r Ih X, — SL, 
Wi we 2 2 $ 
Gel, SB X, 
Q, = 2 l, d 
Lee 3 
d 78. 


2 l 
Hierin sind für X, und X, die nach Gleichung (66) sich er- 
gebenden Werte einzusetzen. Die Querkraftlinie verläuft in den 
einzelnen Feldern geradlinig. — Die Subtraktion der beiden Quer- 
kraftflächen ist in Fig. 75 dargestellt. 


Anhang: Der Balken auf 3 Stützen. 


an 
or 


Fig. 75. Minimal-Querkraftflläche. 


Anhang: Der Balken auf drei Stützen. 


Der kontinuierliche Träger auf drei Stützen ist einfach statisch 
unbestimmt. Zur Ermittelung der 
Zählerwerte dient die Momenten- 
fläche für X,—=1 (Fig.76), Der 
Nennerwert beträgt hier: 

r Aa ] r 
[aa] = Th : Fig. 76. 


B A. gë 


Nach den Ausführungen in § 1 finden wir die Zählerwerte all- 
gemein in der Form: 


[am] = f, für Belastung in Feld L, ` (86) 
[am] = p, ” D D n e j 


Für die anderen statischen Größen haben wir dann die folgenden 
Gleichungen: 


in Feld Z: gäier, 
sn, ZE 22... (87 
on h CH gy 
Aeren, 
DEE u 88 
x 
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in Feld 1 Mm=m+X, (1—7), } 
a l.. 69 


Mit Hilfe der Gleichungen (86) bis (89) ist der Träger auf 
drei Stützen in ähnlicher Weise zu berechnen, wie der Träger auf 
vier Stützen. 


§7. Zahlenbeispiel. 


Es sei der in Fig. 77 dargestellte Träger auf vier Stützen mit den Spann- 
weiten la = 6,00 m, lp = 7,50 m, l= 4,50 m für folgende Belastungsfälle zu 
untersuchen, 


A =t B=10E 


1. Ruhende Belastung: 

a) Ständige gleichmäßig verteilte Belastung (Eigengewicht); im Felde l, 
sei Ja = 400 kg/m, im Felde l, sei gẹ == 500 kg/m, im Felde l, ssi ge = 300 kg/m. 

b) Einzellasten P, und P, = 10 t gemäß Fig. 77. 

c) Im Felde L die dreieckförmig verteilte Last mit der Größtordinate 
500 kg. 

2. Bewegliche Belastung: 

a) Gleichmäßig verteilte bewegliche Nutzlast von 1000 kg/m 

b) Zwei bewegliche Einzellasten von je 5 t im Abstand von 1,50 m von- 
einander. , 

3. Eine ungleichmäßige Erwärmung des Trägers von At= + 15° bei 
einem Trägheitsmoment J. 

4. Senkung der linken und der rechten Endstütze um je 1 cm, der linken 
Mittelstütze um 2 cm. 


Lösung: 
Berechnung der Werts Fab, Foa; Na, No. 
lz! 7,50 
20 FAT a” 
1+ Keng = 0,687, 


Foa = — 0,318, 


Far=— ang nem og Teen 9278, 
1+ Fas = 0,722. 
y AN +) W HN) U 
i 12@ +1) 
_ 4 (6,00 + 7,50) (7,50 + 4,50) — 7,50° 
12 (7,50-4,50) 


= 4,10, 
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CO 
1 


U HE) WR 


RW 
= 4 (6,00 -+ 7,50) (7,50 — 4,50) — 7,50° i 
12 (6,00 7,50) un 


Mit diesen Werten ergeben sich für die Unbekannten bei gleichmäßig 
verteilter ständiger Last g nach Tabelle Xa, 4 folgende Werte: 


6,00 0,4-6,00° 7,50 0,5-7,50° 


een Et ya 
cb EE 313 —— 2,260 mt 
E eg, AE ee 
ee 1m mt. 


b) Für die beiden Einzellasten ergibt sich folgendes: 


Die Abstandsverhältnisse È und die Werte c sind zuerst zu errechnen, 


l 
sie betragen (vgl. $ 1, Tabelle II): 
Im Feld lų: 
Ea Lä ` BCE TERN. 
en zët c= 0,8328. 
Im Feld };: 
> _0 _ 00; c = 0,384; . ca = 0,886: 
lo 7,50 u 
Hiermit findet man (Tabelle Xa, 1): 
6,00 10-6,00 7,50 10-7,50 -nag i 
Zu CET 0 om (0,384 — 0,318-0,336) 
= — 11,17 mt, 
. 6,00 10-6,00 7,50 10-7 
Dee" u ee Ze 
= — 4,380 mt. 


c) Für die dreieckförmige Belastung mit der Größtordinate p=0,5 t 
in der Mitte von Feld l, ist nach Tabelle Xa, 7 


4,50 5 n 
K= 4118 -0,5-4,50°- 0,313 = 0,09 mt, 
4,50 
ee, — (039 
X; 3.65 ve 05-4,50° 0,325 mt; 


Infolge der ruhenden Lasten ergeben sich also folgende Werte: 
X. = — 2,26 — 11,17 — 0,09 = — 13,34 mt, 
X, = — 1,775 — 4,38 — 0,325 = - 6,48 mt. 

Als Querkräfte findet man: 


0,4:6,00 | 13,34 ` 
J z H 10-0,25 eier 8 t 
0,4-6,00 1334 | 
Qa= — Tu 10-0,75 — 6,00 = — 10,92t, 
ai 510 1 R L879 t, 


7,50 


CO 
CO 
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; 3,34 —- 6,48 
Ben E 550 10. pape E E 496 t, 
0,3-4,50 , 0,5-4,50 , 6,48 
h= T E Ta Keen 208 t 
0,3-4,50 05-450 , 648 |, 
Qi = — 3 e Z —— ae t. 


2. Bewegliche Belastung. 
a) Gleichmäßige, bewegliche Nutzlast p=1 tjm. 
Für die Vollbelastungen der einzelnen Felder findet man: 
Fall 1: Feld l, vollbelastet: 


6,00 1-6,00° 
= — 2. c= 2 
Za 41 34 SE 
Ba Se: Se Ce .(— 0,278) = 0,685 mt 
1-6,00 2,2 
d =g pT Aë 
1-6,00 2,2 ar 
Qa = — 2 -a Bé t, 
== Eer £ 
=w=- -0,685 _ 40,875 t, 
0,685 
Q = Qu = 79-085 Ë: 
Fall 2: Feld l, vollbelastet : 
7,50 1:7,50° ae — 
a a en mt, 
7,50 1-7,50° 
NR = — 3,48 mt, 
2,95 
Q= Q= 7-0 t, 
1-7,50 — 2,95 +3,4 
ou HHS 34E L 3084, 
1-7,50 — 2,95 + 3,48 
w=- deeg e, 
3,48 
Q= Q= 7 OT t- 
Fall 3: Feld L vollbelastet: 
4, š 
BE? -- (— 0,313) =- 0,29 mt, 
4,50 1-4,50° 
derer sp Ve L mt, 
0,29 e 
Qe = Qa = s00 ~ Dë t, 
0,29 41,04 
P Mesa: eer SE a 
UN US E 
ge etet S AR t, 
1- ~ 
Gegen UM aa, 
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Mit Hilfe dieser Werte sollen nun die größten und kleinsten Momente 
und Querkräfte in den einzelnen Feldern unter Berücksichtigung der ruhenden 
Lasten und der ungünstigsten Laststellungen der Nutzlasten ermittelt werden. 
Welches die ungünstigsten Laststellungen sind, ist aus den Einflußlinien der 
entsprechenden Größen zu ersehen. 

Der Belastungsfall 2 liefert für das Feld L das größte, für die Felder l, 
und l, die kleinsten Momente, wie die Einflußlinien Fig. 69, 70 und 71 erkennen 
lassen; man findet für die ruhende Belastung und Fall 2: 


Ee — 13,34 — 2,95 — — 16,29 mt, 


X= 6,48 —348— — 9,96 mt. 
Unter der Einzellast ergibt sich also 
—.05).7,50° 
M, max = BEES As T + 10-7,5-0,6-0,4 


— 0,6 -16,29 — 0,4-9,96 = 14,35 mt. 
Weiter findet man im Felde lų: 
C= Q. = 1,48 — 0,49 = 0,99 t, 
0,992 


M, mn = 2-0,4 —= 1,22 mt. 
Dieses Moment tritt auf in einem Abstande x von C: 
0,99 
= = — 247 š 
g 0,40 ‚475 m 


Im Feld L wird: 
= — Qa = — 0,2 — 0,77 = — 0,97 t. 
Ein positives Moment tritt also bei dieser Belastung im Felde l, 
nicht auf. 
Fall 1 und 2 zusammen liefern die Größtwerte für X,, Qa und O/ Es 
ist also: 
Xamin = — 13,34 — 2,2 — 2,95 —= — 18,49 mt, 
Qamin = — 10,92 — 3,37 — 0,49 = — 14,78 t, 
Or naz = 8,79 4 0,38 -+ 3,68 = -~ 12,85 t. 
Aus den beiden letzten Werten ergibt sich: 
Amar = 14,718 — 12,85 = 27,63 t. 
In gleicher Weise finden wir für Fall 2 und 3 zusammen die Werte X; min, 
Ell min; Qo max und Banaz: 
Xb min = — 6,48 — 3,48 — 1,04 = — 11,00 mt, 
Qo’ min = — 4,96 — 3,82 — 0,18 = — 8,96 t, 
Qbma = 2,68 -+ 0,77 — 2,47 = 5,92 t, 
Basse 8,96 + 5,92 = 14,88 t. 
Bei Belastungsfall 1 und 3 zusammen findet man die Werte M, max» 
M, max (größte Momente der Endfelder), My min (kleinstes Moment des Mittel- 
feldes lz), Qcmaz und Qumin-. Es ergibt sich: 
X,=— 13,34— 2,20 -+0,29 = — 15,25 mt, 
X= — 6,48--0,685 — 1,04 = — 6,835 mt. 
Unter der Einzellast im Mittelfeld wird jetzt: 
M, min = EE Ae Au —-10:7,50-0,6-0,4 
— 0,6-15,25 — 0,4-6,835 = 9,5 mt, 
C = Qemaz = 1,48 -+ 2,63 40,05 = 4,16 t, 
Qamin = — D = — 0,20 — 0,15 — 2,02 = — 1,97 t. 
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Da der Werte 77 =2 98 m kleiner ist als der Abstand der 
Einzellast vom Punkte C (4,50 m), so wird: 
4,162 
M, m= 374 6 K mt. 


Unter der Einzellast wird: 
M' = See, 0,25-0,75 + 10-6,00 -0,25-0,75 — 0,75 -15,25 = 4,6 mt. 
2 
Im Felde l, ermitteln wir den Angriffspunkt des Größtmomentes aus der 
Gleichung 22b, § 1. Es wird mit 


Dmax = — Qi min = 1,97 t, 
p=13t/m, p = 0,5 t: 


EE T E Ä 


3 


Damit wird: a EEN 
1,3-1,352 , 0,5-1, 

M maz = 577 ER Gs 

2 


á 


Wollte man noch für diesen Träger unter Voraussetzung einer für den 
ganzen Träger gleichen Nutzlast von p= 1000 kg/m die Maximal- und 
Minimalmomentenflächen zeichnen, so wären zunächst die bei Fig. 72 u. 73 


angegebenen Werte 
AA’, AA”, AA”, AAY 


BB, BB", BB", BB“ 


sowie 


zu berechnen. 
Man findet dafür: 


aa ED = — 1900 mkg, 
Gë 3 

Bge 1000 er SR _ 355 mkg, 

SS EE effi 

ES GE : 0,278 685 mig, 

Aa" En. 0,637 = — 2950 mkg, 

BB" ——_ mg — 3480 mkg, 

gaw 1000 Gap, = GA NEEN 

Bu _ _ 1000 Dap. die er A520 uge, 


Die Abstände der Punkte T,, T,, Tao und I von den rechten Feld- 
enden ergeben sich wie folgt: 
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KS 
Weg SECH NR 1,175 m GL $1), 
l-6 A ee 
EEN 
SS Lo | 
af yes mN m (Gl. 85b), 
y_—b-Fas 


en —=178m( 5a) 
iR 1,78 m (Gl. 85a). 

Damit läßt sich die Maximal- und Minimalmomentenfläche aufzeichnen 
(vgl. Fig. 72 und 73, S. 80 und 82). 

Um auch die Maximal- und Minimalquerkraftsflächen ermitteln 


zu können, berechnen wir noch die bei Fig. 74 angegebenen Werte y. Es ist: 
Für Feld la: 


ut a Palo, zu _1000-4,50?-0,313 
MUT NM 24 7 24.4,1-6,00 

la- Pa Eë 6,00? -1000 Bä en R 

Na a kg, 

Ich (=) — 1000-6,00 EE 

2 IS Vi E 


= 48 kg, 


2 
Für Feld lz: 
1000 -6,00° / 1 0,278 


= LI T gos, > Ee, 


= 1000-7,50 Vos \” Es CAR 
aan med Cd Keng A 750 (7) 
1009.7,50° / k, — 0,313 ka _ ka — 0,278 k) 


24 \ 4,1 3,65 , 


k,—0313k, E — 0,278 A Se, 
4,1 3,65 


kg, 
n= 


H 
= 2340 | 
N 

Für Feld l.: 


1000: 7,503 
EN 
=: gl mein 


n= os ‚50 Eat — 225 


© 
Pa 


_1000-4,50° 
1s = -34.3,65 
Die Werte k, und k, sind aus der Tabelle III, § 1 zu entnehmen. 
In Fig. 74, S. 84 ist die Maximalquerkraftsfläche dargestellt. 
Um die Minimalquerkraftsflächen zu finden, sind noch die Querkräfte 
für Vollbelastung des ganzen Trägers zu ermitteln. Man findet: 
X= ir = (— 6,008 — 7,503-0,687 —-4,50- 0,313) = — 4850 mkg, 
Zara (+6,008.0,278 — 7,50°.0,722 — 4,50%) = — 3840 mkg, 
X, — X, = — 1010 mkg. 
Damit ist nach Gleichung (67): 


-k, = 230 k, kg. 
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Q.— 00.80 _ 2 _ 2190 kg, 
En Lu 6,00 = BEE kg, 
a DE 3885 kg, 
ER u 4 -e — — 8615 kg, 


1000-4,5 , 3840 ` 
Q= =a Ti W kg, 


1000-4,50 , 3800 ? 

Damit ist die Querkraftsfläche für Vollbelastung gegeben und es kann 
nunmehr durch Subtraktion der Maximalquerkraftsfläche von dieser die Mini- 
malquerkraftsfläche gefunden werden (Fig. 75, S. 85). 

2b. Zwei bewegliche Einzellasten von je 5tim Abstande 1,50 m 


voneinander. 

Zur Berechnung der durch die beweglichen Lasten erzeugten größten 
Stützen- und Feldmomente und Querkräfte an den Auflagern werden ihre Ein- 
fiußlinien berechnet und gezeichnet. 

Die Gleichungen für die Einflußlinien der Unbekannten X, und X, lauten: 


l a 


H 2 
u ! en 
= SV 6N. (+ Foa %) GE 
an men? nn m? N 
Feld la Feld l Feld l 


2 
a 


la? 12 

Se info e gea SN, (c + Fas-Cı) = 6N, C; 
— N nn? Van, 
Feld la Feld Feld 1, 


Es wird für die X,-Linie: 


X,= 


a 6,00° . 
ER gar lé, 
6 Na 6-4,1 
7 4,502 
6N. 6-41 0,82. 
Ferner für die X,-Linie: 

1.2 6,00 
6N, 6-365 1,64, 
L aL S aze 

6m 6-365 "ie 

l2 4,502 P 
GN än SS 


Die einzelnen Feldweiten sind in je 10 Abschnitte unterteilt. Die den 
verschiedenen Abstandsverhältnissen entsprechenden Werte c, und c, sind in 
der folgenden Tabelle enthalten. Die Entfernungen gelten jedesmal vom rechten 
Auflager. 
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a | | i | 
107 GC | C ` Frac Foort IFyaCa 61| Frote, Fas'ta: Fas C1 ës 
1 10,099 | 0,171 | — 0,031 ` — 0,053 | 0,046 | 0,0275 | 0,0475 | 0,148 
2 | 0,192 | 0,288 | — 0,060 ı — 0,090 0,102 i 0,0535 ' 0,0800; 0,234 
3 | 0,273 | 0,357 | — 0,085 , — 0,112 ` 0,161 | 0,0760 | 0,0990 | 0,281 
4 | 0,336 | 0,384 | — 0,105 : — 0,120 ' 0,216 í 0,0935 0,1070 | 0,290 
5 10,375 | 0,375 | — 0,117 | — 0,117 0,258 | 0,1040 | 0,1040 ' 0,271 
6 | 0,384 | 0,336 | — 0,120 : — 0,105 | 0,279 |0,1070 | 0,0985 | 0,229 
7 10,857 | 0,273 | — 0,112 | -0 085 0,272 0,0990 0,0760 | 0,174 
8 | 0,288 | 0,192 | — 0,090 ! — 0.060 | 1 0,228 | 0,0800 ! 0,0535 | 0,112 
9 į 0,171 0,099 — 0,053 | — 0.031 ; 0,140 | 0,0475 | 0,0275 | 0,051 

10 | 0,000 | 0,000 | — 0,000 | — 0,000 | 0,000 ; 0,0000 | 0,0000 0,000 


Mit den Werten dieser Tabelle und den vorher beredhnétei Konstanten 
sind in den folgenden Tabellen die Ordinaten 7 der X,- und Xz- Linie be- 
rechnet. In Fig. 78 ist die X,-Linie aufgetragen. 


P=5t Pest 


Fig. 78. X,Linie; 1 cm = $ mt. 


Ordinaten 7 der X,-Linie. 


| "` 
Feld | 012022082] loarjosılosılorz) | 081 dn 107 
TER E Gol 0,05 :-- 0,07 + 0,09 |+ 0,10 + 0,10 |+ 0,09 +0,07 ! 0,04 -+ 0,000 
bk. |— 0,10) 0,23 — 0,37 |— 0,49 |— 0,59 — 0,64 |— 0,62 |— 0,52 |— 0,32 — 0,000 
+ 0.25|- 0,42 — 0,52 |- 0,56 |- 0,55 — 0,49 |— 0,40 |— 0,28 |— 0,14 — 0,000 
Ordinaten 7 der X,-Linie. 
Da | | | Së 
Feld | 0,12 |027|037/042|057 0,6 z | ED 0811092, 102 
L — 0,09|— 0,18 = 0,25 |- 0,31 — 0,85 |— 0,36 |- 0,33 = 0,27 |— 0,16 | — 0,00 
I»... |— 0,87j— 0,60 |— 0,72 — 0,75 — 0,70 |— 0,59 |— 0,45 E 0,29 — 0,13 | — 0,00 
Lk. . |+ 0,08|+ 0,18 |+ 0,16 |+ 0,18 +0,17 +0, 15 +0,12 +0,09 + 0,05 | + 0,00 


Mit den so tabulierten Ordinaten der X,- und X,-Linie lassen sich die 
Einflußlinien der Querkräfte, Feldmomente und Auflagerdrücke leicht berechnen. 
So ergeben sich im Feld l- die —. aus den Gleichungen: 


Qe = EM und Qa =F [— (la — $a) + X; 
ferner die Momentenlinie für einen WE im Abstande x, von A aus der 
Gleichung: . 
M., = M+ (1-72) Ze- 
Im Feld l wird dementsprechend 
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Be = EH 


den ANE E 
d 


und für einen Punkt x; von B 


Ma= Äech: Ze E Bud + Fra 


Im Feld l, wird endlich: 
dl Xi, 


e 


1, s . 
= Al X, 


und für einen Punkt im Abstande x, von D: 
EE EE 
ec 
In diesen Gleichungen ist: 


D 
D — A wenn E, 


M, = \ 7 


At (1 - +), wenn x E, 


Mit diesen Gleichungen sind die in den folgenden Tabellen angegebenen 
Werte der Einflußlinien für die Momente 

1. eines Punktes in Feldmitte von L (M,-Linie), 

2. eines Punktes in Feldmitte von l, (M,-Linie), 

3. ferner der Querkraftlinien für das Feld LG (Q,-Linie) und 


4. die Auflagerlinie für den Punkt C (C-Linie), die identisch ist mit der 
Q.-Linie, berechnet. 


M,-Linie. 
d | | | i 
Feld | 0,1 | 02 03 | 0,4 05,06 | 07 | 08 | 09 . 10 
le. i+ 0,014 0,03 + 0,04 l+ 0,04 |+ 0,05 |+ 0,05 |+ 0,05 h 0,04 |+ 0,02 | 0,00 
DOEN E 0,05,— 0,12 |— 0,19 |— 0,25 — 0,30 |— 0,32 |— 0,31 | 0,26 |— 0,16 | 0,00 
la» . {+0,18 0,89 n 0,64 |+ 0,92 |+ 1,23 |+ 0,96 |+ 0,70 +0,46 |+ 0,23 | 0,00 


Die Ordinaten der vorstehenden Einflußlinie für das Moment in Feld- 
mitte l, sind in Fig. 79 aufgetragen. 


P-5t Gast 
5 


| 
ljm 


če 


Fig. 79. M,-Linie; 1 cm = Z mt. 
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M,-Linie, 


H i H | 


Fea | o1 02 08 Aw o5 06 o ein 10 
i 


| ! | | | 
— 0,08|— 0,07 `— 0,09 — 0,11 |— 0,13 — 0,13 — 0,12 |- 0,10 |— 0,06 | | 0,00 
+0, 14+ 0,33 |+ 0,58 i+ 0,88 + 1, 23 +0,89 +0,59 i+ 0,85 [+0,15 |. 0.00 
— 0,09;— 0,14 |— 0,18 |— 0,19 — 0,19 |— 0,17 0,14 ı— 0,10 |— 0,05 | 0,90 
Die Ordinsten vorstehender Einflußlinie, die für das Moment in Feld- 
mitte LG gelten, sind in Fig. 80 aufgetragen. 


le 
e a 


la » 


Bet Sat 


Fig. 80. M,-Linie; Iem—=$ mt. 


Q.- Linie IO und Q»'-Linie). 


u | 

Feld | 0,1 | 0,2 | 0,3 | 0,4 | 0,5 | 0,6 | 07 | 0, d os | 

l » . |— 0,12|— 0,23 —0,32 |—0,40 |— 0,44 |— 0,45 — 0,42 el 0,00 
i + 0,48-1,13 |+ 190 |+ 2,74 |+ 8,64 |+ 4,55 + 5,42 |+ 6,23 |+ 6,94 | + 7,50 
>» 1|- 7,02—6,87 | 5,60 |— 4,76 |— 3,02 |— 2,95 — 2,08 |— 1,27 |— 0,56 | — 0,00 
la = - 1+038/+ 0,55 +0,68 10,74 +0,72 +064 + 0,52 [+0,37 +0,19 | 0.00 


Die Tabelle enthält die l;-fachen Ordinaten der Querkraftlinie für Punkte 
im Felde lz. 

Die zweite Reihe der vorstehenden Tabelle enthält oben die Ordinaten 
der Q.’-Linie, unten die der Q,’-Linie. Die Einflußlinie zeigt Fig. 81. 


Fig. 81. Q,-Linien; 1 cm =}4 t. 
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C-Linie. 
| | | i | | t 
Feld l o1 | 02 | 0,3 | o4 | 05 | 06| 07| 08| 09 | 1,0 

H | Í | ! 

H | 
1. . Lamm |+ 0,07 +0,09 = 0,10 140,10 |+ 0,09 +0,07 -+0,04 | -+0,00 
i | 1| 0,10—0,28 — 0,37—0,49 — 0,59 |— 0.64 j~ 0,82 —0,52 |—0,32| 0,00 
Zi IE 035 40184128 + 184 äus |4 811 |+ 8380+452 +5,26 | +6,00 


Fig. 82. (Linie; 1 em = à t. 


Die Tabelle enthält die Z,-fachen Ordinaten der Auflagerlinie für den 
Punkt C. In den Feldern I, und lp sind diese proportional mit denen der 
X,-Linie. Die Ordinaten sind in Fig. 82 aufgetragen. ` 

In gleicher. Weise lassen sich auch für Punkte mit anderen Abstands- 
verhältnissen die Einflußlinien berechnen. 

Um nun mit Hilfe der gezeichneten Einflußlinien die durch die beiden 
Lasten von je 5 t hervorgerufenen größten Momente, Querkräfte und Auflager- 
drücke zu bestimmen, stellt man die Lasten so, daß die Summe der unter 
ihnen liegenden Ordinaten möglichst groß wird. Diese ungünstigsten Last: 
stellungen sind in den Figuren gekennzeichnet. 

Als größtes Stützmoment X, infolge beweglicher Einzellast ergibt sich 
hiernach: 

Xa = (1, + 12) P = (— 0,59 — 0,62) -5 = — 6,05 mt. 

Das größte Feldmoment in der Mitte von la (Fig. 79) wird: 

maz Mira = Mm -+ %2) P= (0,58 + 1,23)-5 =+ 9,05 mt. 
2 


Ferner wird das größte Feldmoment in der Mitte von l, (Fig. 30) 
= (mn) P= (1,23 + 0,59) -5 = + 9,1 mt. 


maz Mı Iama 
2 


Die größte positive Querkraft in Feld l, ergibt sich nach Fig. 81 zu: 
maz Qo = OU +0,83) -5 =+ 9,15 t. 
Ferner der größte Auflagerdruck C nach Fig. 82 zu: 
C maz = (1 + 0,69)-5 = 8,45 t. 
3. Eine ungleichmäßige Erwärmung mit 4t== + 15° bei einem 
Trägheitsmoment J. 
Mit <= ea und E= ?2-10°¢t/m? wird nach Tab. Xa, 9 
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6 CH 7 = 4,50 


EER 
Le +% 2-100. [E2 0,087 — $520,813] 
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e 1 1 /,1 J SH are RIU a , 4,50° 
Am EE I — 08. e d TER Bien. A342 DT: 
ee TV a Ke NEW EECH 
=+ 2.289 mt. 
h 


J und h sind in m! bzw. m einzusetzen. 


Querkräfte, Momente und Auflagerdrücke ergeben sich nach den Glei- 
chungen 61 bis 63. 


4. Senkung der linken und der rechten Endstütze um je 1 em, 
der linken Mittelstütze um 2 em (Fig. 83). 


Es wird: 
ðe — a= — 1 — (— 2) = — I cm = 0,01 m, 
ba — ô = H T 0 = — 2? cm = — ĵ, 02 m, 
ós — ós = 0 — (— 1) = — 1 em = 0,01 m. 
Damit wird nach Gleichung (75) bzw. Tab. Xa, 10: 
-108 „ [0,01 _ — 0,02 0,01 sa 
Au ai -J 16,00 750° Ree -(— 0,31) | 
= 2860 J mt 
2.10% _ 70,01 — 0, z S 01) 
Ze KE — I Deg, 
Ft A a ‚50. 
= — 3350 J mt. 


J ist in mt einzusetzen. 


$ 8. Der beiderseits eingespannte unsymmetrische Rahmen 
mit beliebiger Querschnittsverteilung. 


In den vorangehenden Kapiteln sind einige besonders einfache 
Systeme mit geradlinigen Achsen behandelt worden. Die Ergebnisse 
ließen sich ohne Schwierigkeiten in geschlossenen Ausdrücken dar- 
stellen. 

Auch der besonders häufig vorkommende symmetrische Recht- 
eckrahmen läßt sich auf Grund der bisher verwandten Unterlagen 
in einfacher Weise behandeln, und für die Ergebnisse können wiederum 
einfache, geschlossene Formeln hergeleitet werden. Diese Aufgabe 
soll uns im nächsten Abschnitt beschäftigen. 

Hier möge zuerst die allgemeine Behandlung des beliebig ge- 
formten Rahmens dargelegt werden. Sobald keine Symmetrie des 
Systems mehr vorhanden ist und die Achse eine beliebige Form 
annimmt, wird man die Resultate im allgemeinen nicht mehr in ge- 
schlossene Form zu bringen suchen, sondern von vornherein, also 
schon bei den Verschiebungen des Grundsystems, die Zahlenwerte 
einsetzen. 

Wir besprechen im folgenden ohne Rücksicht auf die Form des 
Systems einen Rechnungsgang. der das im ersten Teil dieses Bandes, 

Pirlet, Statik. II. 2. 7 
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8 16 angegebene Verfahren zur Lösung der Gleichungen erläutern 
und zugleich das Verständnis der sonst in der Fachliteratur gebräuch- 
lichen Berechnungsmethoden!) vermitteln soll. 


I. Die Belastungszustände Xa.0; Aan: Xe.a>=1. — Zusammen- 
setzung dieser Lastengruppen zu Einzellasten. 


Als Grundsystem wählen wir zunächst den einseitig einge- 
spannten Balken (Fig. 84). Die Über- 
zähligen X sind das Einspannungsmoment, 
der Horizontalschub und die Vertikalkraft 
am linken Kämpfer. Wir berechnen zu- 
Io erst die Verschiebungen des Grundsystems 
Fig. 84. für die Belastungen A. =1, X&,—=1 und 
KR zl und aus diesen in gewohnter Weise 
[ab] [ac] [be.1] 
[aa] ’ [aa]? IER 


Die Unbekannten ergeben sich nach den Gleichungen: 


die Festwerte 


An m [a D D 
D [b m .1] 
bf [b DRM ’ 
Ce Lem 3) 
Ze Lee. 21 


Für die erste Unbekannte X,.. kommen also nur Verschiebungen 
des Grundsystems infolge der Belastung X,.o—=1 in Frage (Fig. 85). 
Für die zweite Unbekannte X,.ı sind die Ver- 


schiebungen des einfach statisch unbestimmten 
e Hauptsystems infolge X,.ı—=1 zu bestimmen. 
` Diese erhält man auch als Verschiebungen 


LA eg - 
ý Fig. 85. des Grundsystems infolge der in Fig. 86 dar- 


gestellten Lastengruppe X,.ı = 1, d. h. infolge 


[ab] 


der beiden Einzellasten X, , == 1 in Richtung von X,undX „= — ES 

aa 
in Richtung von X,. Die beiden Lasten X,, und X,, kann man zu 
einer gleichwertigen Einzellast zusammensetzen. Läßt man nämlich 


die Horizontalkraft 1 statt am Kämpfer in einem Abstand y = — [aal 
vom Kämpfer angreifen (Fig. 86a), so ist das System durch diese Einzel- 


1) Anmerkung. Vgl. die Abhandlung des Verfassers: „Zur Frage der Ver- 
wendung vereinfachter Elastizitätsgleichungen bei der Berechnung mehrfach 
statisch unbestimmter Systeme“. Zeitschrift „Der Eisenbau“, Jahrg. 1915, Nr. 7. 
Verlag von Wilh. Engelmann, Leipzig. — Dort ist auch die allgemeinere Be- 
handlung nach den im $ 18 des ersten Teils .erläuterten Verfahren angegeben 
und durch ein Zahlenbeispiel erläutert. 
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Fig. 86a. 


last Xp.ı = 1 genau so beansprucht, wie durch die in Fig. 86 angegebene 
Lastengruppe X ı=1. Denn wenn man in Fig. 86a die Last 1 
am Kämpfer gleich und entgegengesetzt anbringt, wodurch an dem 
Lastangriff nichts geändert wird, so erkennt man, daß insgesamt eine 


e 
Einzellast 1 am Kämpfer und ein Kräftepaa Soch am System 
angreifen, gleichwie in Fig. 86. 

Für die dritte Unbekannte X, . sind die Verschiebungen des zwei- 
fach unbestimmten Systems infolge der Last I, = 1 zu bestimmen. 
Die Last Aas 1 am zweifachen unbestimmten System kann man 
ersetzen durch die am Grundsystem wirkende Lastengruppe X.. = 1, 


gy- -- feg 


Fig. 87. Fig. 88. 
wie sie in Fig. 87 dargestellt ist. Sie umfaßt die Einzellasten: 
x Dei, béi [at] 
X= Lä Ape = [dd.1]’ Ka [aa] [aa] A 


Diese Lastengruppe suchen wir gleichfalls durch eine Einzel- 
last zu ersetzen. Zu diesem Zweck verschieben wir die beiden Einzel- 


lasten X,, und X,, in einen Punkt O mit den Kermainaten I 


[aa] 


und eal (Fig. 88). Sodann setzen wir die beiden Lasten X, —=1 


[aa] 


und X,,.= -he Gi zu einer Resultierenden zusammen. Ihre Neigung 
ist durch das Verhältnis von X,, zu X,, gegeben, und zwar ist 
(Fig. 88) 


— _ bei] 
Wës 
Die Größe der Resultierenden hat den Wert: 


R=VX: 7X} 
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Für unsere Untersuchungen können wir R auch in der Größe 1 
wirken lassen. Denn die Formänderungen sind der Last R pro- 
portional, und da es sich hier bei den Unbekannten um Quotienten 
von Formänderungen handelt, so ist der Proportionalitätsfaktor ohne 
Belang. — Die Last 1 in O in der vorhin bestimmten Richtung o 
ersetzt also die Lastengruppe I,» = 1. 

Naturgemäß muß der Angriffspunkt 0 mit dem gegebenen System 
in Verbindung gebracht werden. Dies kann geschehen durch An- 
gliederung eines Stabes oder einer Scheibe an den linken Kämpfer 
(vgl. Fig. 86a und 88). Dieser Stab darf aber keinen Beitrag 
zu den Formänderungen liefern, er muß also unelastisch, d.h. 
starr sein. 

Somit wären die drei Belastungszustände I, o= 1, &ı=1. 
X.. = 1 dargestellt durch je eine Einzellast 1 und zwar X,.o durch 
ein Kräftepaar 1 am Kämpfer (oder an dem angegliederten Stab), 
X;.ı durch eine Horizontalkraft 1 in O (oder wenigstens in der durch 
D gehenden Horizontalen), X,2=1 durch eine in 0 unter dem 
Winkel o gegen die Vertikale wirkenden Kraft 1. 

Die Biegungslinien für diese Belastungszustände sind die Ein- 
flußlinien der Unbekannten. Bei ruhendsr Belastung sind die Zähler- 
werte der Unbekannten als Summenausdrücke zu berechnen, in denen 
außer den Momenten M, und Normalkräften N, im Grundsystem die 
Momente und Normalkräfte infolge 
der in Fig. 89 angegebenen Lasten 1 
vorkommen. 

Sind auf diese Weise die Unbe- 
kannten ermittelt, so ergeben sich 
die Werte statischer Größen S, z.B. 
Fig. 89. eines beliebigen Momentes, nach 

der Gleichung: 


S = So F Sa ` Xa c0 A 8.15.14 Se. ap, 


Die Multiplikatoren 8 der Unbekannten sind Werte infolge eben 
jener Belastungen 1, wie sie in Fig. 89 angegeben sind. 

Man erkennt, daß durch die Zusammensetzung der Lasten- 
gruppen X= 1 zu gleichwertigen Einzellasten an dem Rechnungsgang 
weder etwas geändert noch verbessert ist. Wir haben diese Gedanken- 
gänge hier lediglich deshalb besprochen, weil ähnliche Verfahren in 
der Fachliteratur vielfach benutzt werden. 

Diesen Verfahren liegt das Bestreben zugrunde, die Unbekannten. 
so zu wählen, daß sie aus je einer Gleichung mit einer Unbekannten, 
d. h. als Quotienten zweier Verschiebungen gefunden werden. Dies 
setzt ein System von drei Gleichungen voraus, in dem die Koeffizienten 
seitlich der Diagonale gleich O sind. Es ist klar, daß dies nicht ohne 
weiteres durch die Wahl beliebiger Unbekannten zu erreichen ist. 
Diese müssen vielmehr bestimmten Bedingungen unterworfen werden, 
und dadurch kommt man letzten Endes zu dem Gedankengang des 
hier zugrunde gelegten allgemeinen Rechnungsverfahrens. Zur Er- 
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läuterung dieser Zusammenhänge mögen noch einige Angaben folgen, 
wobei zugleich auf die geometrische Bedeutung jener Bedingungen 
hingewiesen werden soll. 

1. Bei der Lösung nach dem hier allgemein zugrunde geiegten 
Eliminationsverfahren, d. h. bei der Verwendung von Hauptsystemen 
ansteigender statischer Unbestimmtheit kommen verschiedene Werte 
von Verschiebungen überhaupt nicht vor. So treten z.B.in dem vor- 
liegenden Falle des dreifach statisch unbestimmten Systems die Werte 
[ab.1], [ac.2] und [bc.2] nicht auf, d.h. man kann schreiben 


1.) [ab.1j=0, 
2.) [ec.2]=0, 
3.) [de.2]—=0. 


Gleichung 1. und 2. besagen, daß sowohl (Fig. 89) Xo., als auch 
A... beim Verschiebungszustand infolge XZ. o die Arbeit O leisten, oder 
daß der Angriffspunkt O von Xz.ı und X... beim Verschiebungszustand 
infolge XZ. o sich nicht verschieben darf. Dies bedeutet: O ist der Dreh- 
pol, um den sich das System beim Verschiebungszustand infolge des 
Momentes X,.o dreht. 

Gleichung 3. besagt, daß X,.2 beim Verschiebungszustand X, ; 
die Arbeit O leistet, bzw. daß die Verschiebung des Angrifispunktes c 
von Za in Richtung von X... infolge der Belastung XZ: gleich o 
ist. Die Richtung von XZ, a muß also senkrecht zu der Verschiebung 
von O infolge X,.ı gewählt werden. 

Wie wir also bisher den Pol O sowie die Richtung von X, 
durch die Festwerte festlegten, so kann man hierzu auch Ver- 
schiebungspläne, d. h. geometrische Hilfsmittel benutzen. Man zeichnet 
nach den Ausführungen im ersten Teil dieses Bandes, $9 den Ver- 
schiebungsplan infolge X,—=1 und wählt als Angriffspunkt O der 
beiden anderen Unbekannten Ze: und X, den Pol, um den das 
System sich bei jener Bewegung dreht. Alsdann zeichne man den 
Verschiebungsplan infolge einer in O beliebig angreifenden (horizon- 
talen) Last X, ı—=1 und wähle die Richtung von X,.» senkrecht 
zu der aus diesem Verschiebungsplan sich ergebenden Verschiebung 
des Punktes 0. 

Bei dieser Wahl der Unbekannten sind die vorhin aufgestellten 
drei Bedingungen erfüllt, d. h. wir erhalten, entsprechend dem Grund- 
gedanken des Eliminationsverfahrens, jede der drei Unbekannten 
als Quotienten zweier Verschiebungen. Hierbei handelt es sich frei- 
lich um Verschiebungen statisch unbestimmter Hauptsysteme. 

Es unterliegt keinem Zweifel, daß der rechnerische Weg zur 
Ermittelung der Unbekannten, d.h. die Bestimmung der Festwerte 
und die dadurch gegebene Festlegung der geometrischen Bedingungen, 
falls man solche noch verwenden will, den zeichnerischen Methoden 
vorzuziehen ist, und zwar schon wegen der Vermeidung von Un- 
genauigkeiten. Denn selbst bei so einfachen Aufgaben wie der vor- 
liegenden können Zeichenfehler, die bei Auflösung der Elastizitäts- 
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gleichungen begangen werden, von wesentlichem Einflusse auf die 
Endergebnisse sein. 

Wir werden auch bei allen künftigen Aufgaben stets nur den 
rechnerischen Weg wählen. 

2. Der Angriffspunkt und die Richtung der Unbekannten lassen 
sich auch noch in anderer Weise durch geometrische Erwägungen 
bestimmen. Stellen wir die vorhin 
angegebenen drei Verschiebungen, 
welche den Wert O haben sollen, 
in bekannter Weise als Summen- 
ausdrücke dar, so erhält man, da 
M,=1 ist, im Hinblick auf die 
Bezeichnungen in Fig. 90: 


Fig. 90. 
1. [ab.1 IER Mn 
as 14 = ‚nm 
ds 
9| — = Wash 
a. ag EE Saz, 
ds ds 
3. [be. a= | 1M g= f vz 255 =0. 


Faßt man die durch EJ dividierten Stabelemente d s als Massenteile 
auf, so erkennt man, daß nach Gleichung 1. und 2. die statischen Mo- 
mente und nach Gleichung 3. das Zentrifugalmoment dieser Massen- 
teile den Wert O haben müssen. Das heißt aber bekanntlich nichts 
anderes, als daß O der Schwerpunkt jener Massenteile und die Rich- 
tungen von X,.ı und Es konjugierte Achsen bzw. Hauptachsen in 
bezug auf jenes Massensystem sein müssen. 

Die Bestimmung des Schwerpunktes eines Massensystems sowie 
die rechnerischen und graphischen Verfahren zur Ermittelung der 
Hauptachsen (Mohrscher Kreis) werden als bekannt vorausgesetzt. 

3. Der bier behandelte Fall, wo ein Kräftepaar und zwei Einzel- 
kräfte die Unbekannten bilden, ist nur ein Spezialfall des allgemeineren 
Verfahrens, welches im ersten Teil dieses Bandes, $ 18, angegeben 

ist. Nach diesem Verfahren findet 
man drei Einzelkräfte (s. Fig. 91), von 
denen die erste (Y,) willkürlich ist, 


a während die beiden anderen (Y, und 

% Y) durch den gegenüberliegenden Eck- 

A b S punkt a des Dreiecks abc gehen. Von 
E diesen beiden letztgenannten Unbe- 

E kannten ist die eine Y, noch der Rich- 

Fig. 91. tung nach willkürlich. Die Richtung 


von Y, dagegen ist derjenigen von Y, 
in bestimmter Weise zugeordnet. Jede Ecke des Dreiecks (etwa D) 
ist der Pol, um den sich das System bei Belastung durch die der 
Ecke gegenüberliegende Kraft (also Y,) bewegt. — Die analytischen 
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Beziehungen, welche zu diesen geometrischen Eigenschaften führen, 
lauten (vgl. das allgemeine Verfahren) 


[AB]=0, 
[40]=090, 
[B0] =0. 


Diese Werte stellen virtuelle Arbeiten infolge der Lastengruppen Y 
dar, die zu Einzellasten zusammengesetzt werden. Je nachdem eine 
oder zwei der Einzellasten dieser Gruppen Y nicht mehr willkürlich, 
sondern bedingt sind, sind die Unbekannten nach Lage und Rich- 
tung bestimmt. Nähere Darlegungen sowie ein Zahlenbeispiel finden 
sich in der zu Beginn dieses Abschnittes erwähnten Abhandlung in 
der Zeitschrift „Der Eisenbau“ 1915. 

Ein Zahlenbeispiel unter Anwendung des allgemeinsten Verfahrens 
findet sich auch bei der Lösung der nachstehenden Übungsaufgabe 
(s. S. 113), wobei allerdings ein anderes Grundsystem (Dreigelenk- 
bogen) zugrunde gelegt ist. 


II. Übungsaufgabe. 


Es soll der in Fig. 92 dargestellte Rechteckrahmen für eine 
Horizontallast H= 1f am oberen Ende des linken Ständers unter- 
sucht werden. Das System ist unsymmetrisch, insofern für den 
Querschnitt des rechten Ständers ein nür halb so großes Trägheits- 
moment angenommen wurde wie für den des linken Ständers bzw. 
des oberen Riegels. 

In dieser Übungs- 
aufgabe soll die vor- 
hin behandelte Rechen- 
methode erläutert wer- 
den. Dabei wird zu- 
nächst der eingespannte 
Balken als Grundsystem 
gewählt. Im Anschluß 
daran wird dann das- 
selbe Beispiel mit Hilfe eines Dreigelenkrahmens als Grundsystem 
nach der gleichen Methode berechnet. In beiden Fällen werden die 
geometrischen Beziehungen und die Zusammensetzung der Lasten- 
gruppen zu gleichwertigen Einzellasten erläutert. — Am Schluß wird 
dann noch das allgemeine Verfahren auf dieses Beispiel angewandt. 


Fig. 93. 


1. Berechnung mit Hilfe des eingespannten Balkens 
als Grundsystem. 


cl Rechnerische Bestimmung der Unbekannten und 
eines Eckmomentes S. 

Wir beginnen in gewohnter Weise mit der Berechnung der 
Koeffizienten der Grundgleichungen, d. h. der Verschiebungen infolge 
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der Belastungszustäinde A zl am Grundsystem. Als solches ist 
der am rechten Ende eingespannte Balken gewählt (Fig. 93). 

Die Momentenflächen des Grundsystems infolge der Belastungen 
X—=1 bzw. infolge der äußeren Belastungen sind in Fig. 94 bis 97 


H=Tt 
= 


Fig. 95. M,„-Fläche. Fig. 96. M,-Fläche. 


dargestellt. Um die 
Vorzeichen richtig, 
d h. übereinstimmend 
zu wählen, sind die Ver- 
biegungen der System- 
achse in die Figuren 
eingetragen. Die Mo- 
Fig. 97. M,-Fläche. Fig. 98. M,Fläche. mente sind mit dem 

gleichen Vorzeichen zu 
rechnen, wenn auf der betreffenden Strecke die Verbiegungen im 
gleichen Sinne erfolgen. 

Hiernach erhält man folgende Werte für die Verschie- 
bungen des Grundsystems. 

(J, ist ein beliebiger Wert eines Trägheitsmomentes und hier 
gleich dem des linken Ständers und des oberen Riegels gewählt. 
Für den rechten Ständer möge 

J, 


hg = k 


gesetzt werden. Alle Verschiebungen sind mit EJ, multipliziert.) 


D 


[aa] =] uas e= h-i VY = 40, 


J i w 
[ab] = [1,1,as 7 =— ER -l-r = . a) = — 250, 


J ) 

[ae] = farar, ds = a LN. 250, 
23 d. M A E eui S S 

[bb] = [inat Jh -1-1 = 2000, 


Bel= [3% M, 1 ee: 
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J 
[ec] = f mas = : -P — W -P — 2333,33, 


J d 

[am]= [an1 4s Z= = 100, 
J, H 

[bm] = (no. h- h = — 333,33, 
z A 

[em] = | MM, ds F = — 5 h1 = 1000. 


Um die Richtigkeit obiger Verschiebungen zu prüfen, wenden 
wir das im ersten Teil, § 20 angegebene Verfahren an. 
Danach ist die Summe der SE 


[ss] =f A3 ée Se 


Die M,-Fläche hat folgende Ordinaten: 


Infolge | ER X | Xe Summe 
In der linken unteren Ecke. ... —1 | gess — + 1 
nn z oberen » —1 | —-10 — — 9 
» » rechten » D — 1 | — 10 = 10 =- 1 
n3 o» E unteren + _ 1 ! — 4 10 =- 11 


Die M,-Fläche ist in Fig.98 aufgetragen. Danach ergibt sich: 


fare iaee 1-2-1 — 9—9 (— 2. reg WEEN 
— 1112-11 — 11] = 1373,33. 
Die Summe der in Grundgleichungen vorkommenden posi- 
tiven Glieder ist: 
— 40 + 250 — 2000 — 250 — 2333,33 = 4873,33. 
Die Summe der negativen Glieder ist: 
— 250 — 250 — 1500 — 1500 = — 3500. 
Die Gesamtsumme ist demnach: 
4873,33 — 3500 = 1373,33. 
Zur Prüfung der Absolutglieder stellen wir auf: 
J 
farinas Z= 2- a 10 (2-11 + 1) = 766,67. 
Die algebraische Summe der Absolutglieder in den Grund- 


gleichungen ist: 
1000 — 100 — 333,33 — 766,67. 


Somit stimmen die errechneten Verschiebungen, und wir gehen 
jetzt an die Auflösung der Gleichungen. 
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Auflösung der Grundgleichungen und Berechnung 
der Unbekannten. 


Festwerte: . 
[ab] 250 e 
E = [= b2 D 
[aa] 40 ? 
CB — 250 625 
[ea] eo. 
[be.1]= — 1500 + 6,25 -250 = 62,5, 
[bb .1] = 2000 — 6,25 - 250 = 437,5, 
[be.1] 62,5 
ER Au uni, 
[82.1] 137,5 ee 


Wir berechnen zuerst die Unbekannten sowie eine statische 


Größe S, etwa das Moment in der linken oberen Ecke in der üb- 
lichen Weise: 


[ee.1] = 2333,33 — oan -250 = 770,833, 
Lee. 2] = 770,833 — 0.143 - 62,5 — 761,905. 
Die Absolutglieder sind: 
[am] = 100, 
[bm.1]= — 333,33 — 6,25 - 100 = 291,67, 
[em .1] = 1000 — 6,25 - 100 = 375, 
[em .2] = 375 — 0,143 -291,67 = 333,33 . 
Also wird: 


R 333,33 
Z. =— 761.905 


Aus diesen Unbekannten berechnet sich eine statische Größe Y 
' nach der Gleichung: 
S = So LBE ns o 1 Xo 1 -+ Se. 2 Xe. ` 


S;., und Se. sind Werte S infolge X,=1 am 1-fach bzw. 


X,—1l am 2- fach unbestimmten Hauptsystem, d. h. es sind die 
Werte S infolge der Lastengruppen: 


— 0,437. 


ab _ 
X, 1 und ‚25, 
bzw. X,,=1 und X, „es: 1] 


17T 0,143 und 


oD 


b.1 
— _ [ae] Jon o, Kee 
X a ar = — 6,25 4 6,25 -(— 0,143) = — 7,143. 
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Es ergibt sich somit (vgl. die Balastungszustänla Y=1, speziell 
die Ordinaten der Momentenlächen in der linken obaren Eck): 


S= 1, 
So 1 = Sp H Sa In = — 10 — 1 -6,25 = — 3,75, 
Se. 2 = S, F Sp Xpo T Sat Aae = 0M 10-(— 0,143) 


—1-(— 7,143) —= — 5,7142, 
Somit erhält man für das gesuchte Eckmoment: 
S=0-+1-(— 2,5) + (— 3,75) -(— 0,667) 
bal (— 5,7142) - (— 0,437) = 2,5mt. 

Anmerkung. Wir benutzen das Zahlenbeispiel, um nochmals den Unter- 
schied zwischen dem hier gewählten Verfahren und der bisher benutzten Methode 
zu erläutern, bei welcher die Überzähligen X,, X,, X, zugleich die Unbe- 
kannten sind. 

Der vorhin ermittelte Wert X,.2 stellt die Überzähligs X, dar. Aus 
dieser berechnen wir sodann die zweite Überzählige X, nach der Gleichung: 

x Pm Beil 
s= Toe] bbh e 
Dies ergibt: 
X, = — 0,667 — 0,143 (— 0,437) = — 0,605 . 

Mit Hilfe der beiden nunmehr bekanntan Größən X, und X, berechnen 

wir X, nach der Gleichung: 


— _ [em] _ [ab] y Jagd y 

Z= [aa] ` Tea I [aa] X 
= — 2,5 + 6,25 (— 0,605) — 8,25 (— 0,437) 
BE BA, 


Aus diesen drei Unbekannten X ergibt sich eine statische Größe S nach 


der Gleichung: 
(SET. BU E OR SE 
Für das gesuchte Eckmoment finden wir also: 
M=0--1-(— 3,55) + (— 10)-(— 0,605) + 0 = 2,50 mt . 

Zi Geometrische Darstellung der Unbekannten A o 
Xi: Xe. als Einzellasten. 

Wir knüpfen nunmehr an den unter I dargestellten Gedanken- 
gang an. 

Wir verlegen den Angriffspunkt der Unbekannten in den Punkt 0 


[ab] 


mit den Koordinaten — [aa] = 6,25 und — Wë = — 6,25 in bezug 
au 


auf das durch das linke Widerlager gelegte Koordinatensystem (Fig. 99) 


Fig. 100. M,„-Fläche. Fig. 101. Mb.1-Fläche. 
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und verbinden 0 mit diesem Widerlager 
+49 durch eine starre Scheibe. . Die Unbekannte 
Xa.o ist ein an der Scheibe angreifendes 
Kräftepaar; die Unbekannten X, ist die 
in 0 wirkende horizontale Kraft; die Un- 
bekannte X,» greift -gleichfalls in 0O an, 
703 Mi +307 aber nicht vertikal, sondern unter dem Win- 


Fig. 102. M,.2-Fläche. kel p gegen die SS geneigt, so daß 
E.l 
tg p = — += = — 0,143 
EP Di b 


ist, 

Für die Kräfte Za, nn, Xe.2 = 1 erhält man die in 
(Fig. 100 bis 102) dargestellten Momentenflächen. Diese sind natur- 
gemäß übereinstimmend mit denjenigen infolge der vorhin ange- 
gebenen Lastengruppen, z.B. E Sy. X. für asi. Man kann 
die Unbekannten aus den nachstehenden Gleichungen ermitteln: 


J, 
[pmnar.as F 


Ta 
Junge e 
aseene 
Tut a = 
Hs 


Se [ec-2] 
Dabei kann man auch für die Nennerwerte die entsprechenden 
Summenausdrücke setzen, z. B.: 


2 Ja J 
[ee.2] = [12200 | A de F ; 


Es sei hierbei daran erinnert, daß in diesem Ausdruck der 
eine Faktor M, (d.h. Momente am Grundsystem) statt M..s gesetzt 
werden kann (vgl. ersten Teil, $ 5). 

Wegen der einfachen Form der M,-Fläche (Fig. 94) erstrecken 
sich die Zählerwerte der Unbekannten nur über den rechten Ständer. 


2. Berechnung mit Hilfe des Dreigelenkbogens 
als Grundsystem. 


Der unter 1. zahlenmäßig untersuchte Rahmen soll nach dem 
vorhin erläuterten Verfahren unter Zugrundelegung des Dreigelenk- 
bogens als Grundsystem berechnet werden. 

a) Lösung nach dem einfachsten Verfahren mit Aa, 
Ann, Xe.o als Unbekannten. 

«) Rechnerische Bestimmung der Unbekannten und 
des Eckmomentes 5. 
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Das System ist das gleiche wie im letzten Zahlenbeispiel (s. Fig.103). 
Das Grundsystem mit den Überzähligen X ist in Fig. 104 dargestellt 


Fig. 103. Fig. 104. Grundsystem. Fig ı 105. Mg-Fläche. 


Fig. 106. Mø Fläche. Fig. 107. M,-Fläche. Fig. 108. AL. Fläche 


Die Fig. 105 bis 103 zeigen die Momentenflächen infolge der einzelnan 
Belastungen X = 1 und H, die wir zur Berechnung der Verschiebungen 


benutzen. 
Man findet hiernach: 


na] —| 1,24: scht 
[anna Dë 
[ac] = fa, M,ds =t isP, 
p= fima te= p, 
[be] = ai z =— : — : — i =", 
PETNE 
[am] — AA 1 = : -h+ : a, 
[bm] = [135,05 d == : -h+ = = > 

J, h l 400 


— Immy E TESA, en, 
[em] — (34, ås 7 3 A S h ec? 
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Sämtliche Verschiebungen mögen mit dem Faktor -$ multipli- 
ziert werden. Alsdann nimmt die Tabelle der Verschiebungen 


des Grundsystems folgende Form an: 


| a | b | c | m 
a so o] 6 | = 50 
b . 6 | 12 | — 8 50 
Für die Festwerte finden wir somit folgende Größen: 
lab] _ az ad _ 0,825; 
[aa] [ea] 
[be.1]]=— 3 — 0,75- (— 5)= 0,75, 
[bb.1]= 12 — 0,75 -6 = 7,5, 
[be.i] 
-— = — 0,10. 
, DIEN a 
Wir erhalten somit folgende Belastungszustände: 
Zul: X =; XL; Zap, 
Xa =1: X, =— 0,75; X p =l; X, = 0, 
Xe. = 1: X == 0,70; X, e= — 0,10; X „=li. 
Hierbei ist: 
b] 
y ay 5 
SS [aa] [aa] u 
Dei 
se =— ipo] 0,10. 
Wir benötigen ferner folgende Werte: 
lee. 1]=8 — =° (— 5)  —4875, 
[ce.2] = 4,875 — 0,10 -0,75 = 4,8, 
[bm. 1] = 50 — 0,75- 50 = 125, 
—5 
[em.1] = 40 — 3 50 0 —=—875, 
[em.2] = — 8,75 — 0,10 - 12,5 = — 10,0. 
Hiernach ergeben sich folgende Werte der Unbekannten: 
50 
Xa o=— -p EE 
12,5 
Xi = — ee e 
b.1 75 1,67, 
d 
Ks 10 2,083 
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Für das gesuchte Eckmoment gilt die Gleichung: 
S = S ao — So.1 Xo. — Se 2 Xeo. 


Hierin ist: 
S= 10; S=— 1i; &=— 1; Bessi, 
Sb. = — 1 (— 0,75) — 1 =— 0,25; 
Se.2 = — 1 -0,70 — 1 -(— 0,10) — 1 - 1 = 0,40. 
Also ergibt sich: 
S= — 10 — 1-(— 6,25) — 0.25 - (— 1,67) + 0,40 - 2,083 = — 2,5 mt. 


NB. Das Resultat ist das gleiche wie vorher; das Vorzeichen mußte 
umgekehrt sein, weil die Momente mit umgekehrten Vorzeichen eingeführt 
worden sind. Vgl. die Belastungen des Grundsystems in beiden Fällen. 


b) Geometrische Darstellung der Unbekannten X,.o; 
Xy.1: X..2 als Einzellasten. 

Die vorhin verwandten Lastengruppen lassen sich wiederum als 
Einzellasten darstellen, welche das System in gleicher Weise bean- 
spruchen. — Die Belastung X,.o—=1 ist ein Moment 1 in a am 
Grundsystem (Fig. 109). Statt dessen kann man eine Einzellast 1 t 
an einer das System erweiternden (starren) Scheibe in Richtung des 
rechten Ständers angreifen lassen (Fig. 110). Die Beanspruchung 
(s. Momentenfläche) des Systems ist die gleiche wie die in Fig. 106 
(bzw. ihr proportional). 

Die Lastengruppe X,.ı—=1 kann als Einzellast 1 (Moment 1) 
in b an einem Ersatzsystem dar- 
gestellt werden (Fig. 111). Man 
verschiebt das früher bei o ge- 
legene Gelenk in einen Punkt a, 
wobei die Linie ca’ durch die 
Bedingung gegeben ist, daß 
die Momente in b und a sich 
verhalten müssen wie 1 zu 


—-—, Dies ist der Fall, Fig. 109. Fig. 110. 


[ab] 


wenn die Linie ab in s im Verhältnis — -— geteilt wird, so daß 


[aa] 


“= a: GE (s. Fig. 111). — Läßt man in Richtung dieser Ge- 
s aa 

a cs eine Einzellast 

1t nach Fig. 112 angrei- 8 


Zen. so erhält man die 
gleiche Beanspruchung des 
Systems. 

Die Lastengruppe . 
E. ass 1 besteht aus den 
drei Einzellasten X = 1 
[56.1] . 


in C, X, = fpo] m 
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P \ 

X. E II bei) in a; sie ist ebenfalls unschwer 
Ka [aa] [aa] [db.1] 

durch eine Einzellast 1 zu ersetzen. Zu diesem Zweck muß nun 

auch das Gelenk b nach einem Punkte b verschoben werden 

(Fig. 113). Die Lage von b ist gegeben durch eine Gerade L”, 

i l welche zunächst die Strecke be in H 


Ber) ’ 
im Verhältnis hbe ] teilt, so daß 


H 
f 
A 


[bb.1] 
also T= = Ge ist. Wie der 


Durchgangspunkt N der Geraden L” 
dE eegene (asi sich aus dem Verhältnis von X, zu 
Fig. 113. X,. ergab, so findet man die Neigung 
von L” aus der Beziehung zwischen 


CC ac 


X, zu X... Da X, zu X,, den Beitrag x) liefert, so 


muß sein 


Denkt man sich in dem Punkt c ein Moment X,, wirken, so würde 
die hierdurch in H erzeugte Gelenkreaktion, wenn sie in Richtung 
von L” wirkt, in a (Einspannstelle) ein Moment X, erzeugen; die 


Momente X,, und X,, werden sich zueinander verhalten wie die 


Lote ak und ci von a bzw. c auf L”, d.h. es wäre = und 

dieser Wert müßte in unserem Falle gleich un sein. Wählt man 

also die Lage von L” so, daß | ist, so wird die 
ci om [aaj 


Bedingung erfüllt. 
Weiterhin muß aber auch zwischen X, ‚und X,, ein bestimmtes 
Verhältnis bestehen und zwar muß (wie vorhin baim Belastungs- 


nn ER] sein. Dies ist erfüllt, wenn die 
Xare [aa] 

Reaktion infolge X, (allsin) in die Richtung von Z’ fällt. (Hierbei 
ist in c ein Gelenk und bei «a eine Einspannung zu denken.) 

Die Lage des verschobenen Gelenkes «X muß also auf den Ge- 
raden H und L”, d. h. im Schnittpunkte a’ liegen. Das Ersatz- 
system mit den drei Gelenken a, P. c erfüllt also die Bedingung, 
daß eine Last X,—1 die erforderliche (der Lastengruppe X... = 1 
entsprechende) Beanspruchung des Systems erzeugt (Fig. 114). 

Statt des Momentes 1 inc kann man auch eine Last 1 in 
Richtung von L” an zwei, den Widerlagern angegliederten Scheiben 
angreifen lassen (Fig. 115). 


zustand X, 1 = 1) 
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Fig. 114. Fig. 116. 


Aus alledem folgt, daß man als Unbekannte die drei in Fig. 109, 
111 und 114 angegebenen Einzellasten einführen und aus je einer 
Gleichung mit einer Unbekannten ermitteln könnte. Die geome- 
trischen Eigenschaften der Lösung, d.h. die Lagen der Wirkungs- 
linien der Unbekannten, sind durch die Festwerte des Lösungs- 
verfahrens gegeben. 

Setzt man die Zahlengrößen der Festwerte unserer Aufgabe ein, 
so findet man die Lage von H und L” aus den vorhin angebenen 
geometrischen Beziehungen. 

b) Lösung nach dem allgemeinsten Verfahren mit 
Lastengruppen von teilweise willkürlichen Einzellasten 
als Unbekannten. 

«) Rechnerische Bestimmung der Unbekannten und 
des Eckmomentes S$. 

Der Zustand Y,—=1 besteht aus drei willkürlichen Lasten. Wir 
wählen: 

Z,,=1: Xu=—3; X =t. 

Hiernach ergibt sich (vgl. erster Teil, § 18) unter Verwendung 

der vorhin (s. a, «) ermittelten Verschiebungen des Grundsystems: 


[4a] = 8-16 (— 3)—(— 5) 4 = — 30, 
[4o] =6-1 +12 (—3)+(—3)4=— 42, 
[4c] =— 5-1 -H (— 3). (— 3) -- 8:4 = 36. 
Hieraus ergeben sich die Festwerte: 
nik 
Fri 
[4c] 
_ 17 1,20. 
Lal 
Beim Zustand Y, — 1 sind zwei Lasten willkürlich. Wir wählen: 
Zus 050: I,=4- 


Dann ergibt sich: 
[4B] = [4b] Xy H [Ac] Ea 
= (— 42) (— 0,50) -+ 36 -4 = 165. 


Pirlet, Statik, II. 2. 8 
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Nachdem nunmehr die Lasten des Zustandes Y,—1 bekannt 
sind, ergibt sich: 
[Ba]=[aa]-X,,—+[ab]-X,,+lac]-X,; 
= 8- 5,5 -+ 6 -(— 0,50) -+ (— 5)-4 = 21, 
[Bo] = [ab]: X, [0] - X, [c]: Ze 
= 6-5,5 + 12. (— 0,50) + (— 3): 4 =15, 
[Be] = [ac]: X, + [bc]: X, + lee] 
= (— 5) 5,5 + (— 3) (— 0,50) + 8-4 = 6. 
Beim Zustand Y,=1 ist nur eine Last willkürlich. Wir 
wählen: 


X e =— 6. 
Dann ergibt sich: 
__[BC:1] __[Bei] y 
Se Bl Boi "wei 
g LO Lol Lei DN y 
ac [Aa] [4a] be [4a] ec [Aa] be’ 
Es ist: 
21 
Ba user ei nl 
E 21 
[Be.1] 312 ` 
[Bb E N 
X, = 2,17. (— 6) = — 13, 
— 36 47, 
Kéi ER E 


Nachdem nunmehr die drei Lasten X. E... X,, der Gruppe 
Y,=1 bekannt sind, findet man: 

[Ca]=8-114+6(— 13) + (—5)(—6)=40, 

[Cd] = 6-11 +12 (— 13) + (— 3)(—6)—= — 72, 

[0c] = — 5-11 + (—3)(— 13) 48 (— 6) = — 64. 
Ferner wird: 
[4A]=[4a]-X,.+[40]-X,,+[4c]-X,, 

= — 30 -1 + (— 42) (— 3) + 36 -4 = 240, 
[BB]=[Ba]-X + ORK + [Bc] X. 

= 21 -5,5 + 15. (— 0,5) + 6 -4 = 132, 
[00] = [Ca] X e t [C0] Xp, + [Ce] X,, 

= 40-11 -+ (— 72) (— 13) + (— 64) (— 6) = 1760. 
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[Am] = [am] X a + [bm]X; a + [em]-X, a 
== BI +50(- Ham, 
[Bm] = [am]: X. + [bm]X,,—+[em]-X,, 
=50-5,5 + 50 (— 0,5) + (— 40)-4— 90, 


[Cm] = [am]- X ac ET [bm]: Xpo t i [em] Zap 
= 50 -11 > 50 (— 13) + (— 40)- De T. 
- _._ [Am] 260 ` 
Ze [AA] 240 0, 
- _. [Bm] 9 ` 
Y; CSS E 0,683, 
- _. [Cm] 140 _ S 
Y,= Got van 90735. 
Berechnung des Biegungsmomentes in der linken oberen Ecke. 
S= 10; 8,=1 9, =1; 9 =—1l, 
S,=11-1.(—-)—14=—6, 


S=1-.11+1-(—13)—1-(—6)—=4. 
S=10-- (— 6)- (1,083) + 1-(— 0,683) + &-(— 0,0795) = 2,5 mt. 
Di Geometrische Darstellung der Unbekannten Y. 
Die gleichen Überlegungen, wie wir sie für den Zustand X, s—=1 
im vorigen vereinfachten Fall anstellten, sind jetzt bei jeder der 


drei Lastengruppen Y= 1 anzuwenden. 
o 


d 
5 

a c 

| 

S | 

N 
Ww 

Fig. 117. Fig. 118. Fig. 119. 


Beim Zustand Y, = 1 (s. Fig. 117) ergeben die drei willkürlichen 
Lasten eine nach Lage und Richtung willkürliche Gerade L,. Aus 
dem Verhältnis der gewählten Lasten X, as I,.> X.a ergeben sich 
die geometrischen Bedingungen (Durchgangspunkt “und Richtung) 
der Lage von L,- 


Beim Zustand Y,=1 (s. Fig. 118) ist die Last 


LÉI Lou Lid 
ege? [Aa] Aal D [Aa] "Zu 
bedingt, während X,, und X,, willkürlich sind. Die Beiträge von 
è e Ab Ac 
X,, und X, zu X,, sind durch die Festwerte 87 bzw. — CH 
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gegeben. Die Strecke ab (s. Fig. 118) ist wiederum im Punkt s 


nach dem Verhältnis -H die Strecke ac im Punkt tim Ver- 
4a Nr 
hältnis -55 zu teilen. Die durch s von c ausgehende Gerade 
a 


und die durch t von b ausgehende Gerade liefern in ihrem Schnitt- 
punkte 0 den Durchgangspunkt der Geraden L, Die von dem 
Verhältnis der willkürlichen Lasten X,, und X,, zueinander ab- 
hängige Richtung von L, ist ebenso wie diese Lasten willkürlich. 

Beim Zustand Y,—1 ist die Gerade L, nicht nur dem Durch- 
gangspunkte nach (Punkt 0), sondern auch der Richtung nach ge- 
geben. Die Richtung ist durch das Verhältnis 


KH [Be.1] 


festgelegt. Die Strecke be (s. Fig. 119) ist wiederum im Verhältnis 
des vorgenannten Festwertes zu teilen. 

In Fig. 120 ist das aus den Angriffsrich- 
tungen L der drei Unbekannten Y gebildete 
Dreieck dargestellt. Es ist mit der Darstel- 
lung in Fig. 116 zu vergleichen, welche einen 
Sonderfall dieses allgemeinsten Verfahrens dar- 
stellt. 


Anmerkung: Ähnliche Wege, die Lasten- 
gruppen X;.,—=1 durch eine Einzellast an einem 
statisch unbestimmten Ersatzsystem zu erzeugen, 

Fig. 120. lassen sich auch bei beliebig hochgradig statisch un- 
bestimmten Systemen einschlagen. Man gelangt aber 
nur dann zu einfachen geometrischen Eigenschaften der Ersatzsysteme, wenn 
die Grundgleichungen (Elastizitätsgleichungen) einfach sind, insbesondere dann, 
wenn eine Reihe von Koeffizienten zu 0 werden. Einen besonders einfachen 
Fall werden wir im folgenden Bande finden, und zwar beim kontinuierlichen 
Träger, wo die Gelenke des Ersatzsystems in den bekannten Fixpunkten liegen. 
Näher auf diese geometrischen Methoden einzugehen, würde nicht den Zielen 
dieses Buches entsprechen, und zwar um so weniger, als besondere Vorteile für 
den Rechnungsgang dadurch nicht gewonnen werden. 
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I. Herleitung allgemeiner Gleichungen für die Unbekannten und 
für beliebige statische Größen 1). 


a) Grundsystem, Bezeichnungen, Vorzeichen. 


Als Unbekannte wählen wir drei Einspannungsmomente, und 
zwar diejenigen in drei der vier Ecken I, II, III, IV (s. Fig. 121). 


1) Anmerkung: Diese Aufgabe läßt sich auch unter Zugrundelegung 
eines symmetrischen Grundsystems in besonders einfacher Weise behandeln 
(s..$ 10). Die in diesem Abschnitt behandelte Lösung liefert aber zugleich die 
allgemeinen Richtlinien für die Behandlung des beliebig gestalteten un- 
symmetrischen Rahmens. 
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Das Grundsystem besteht also aus drei in den Ecken gelenkig mit- 
einander verbundenen Einzelbalken, von denen einer am Widerlager 
eingespannt bleiben muß. Sind die drei Einspannungsmomente X, 
X, X, gefunden, so handelt es sich nur mehr um die Untersuchung 
einfacher gerader Balken, die durch irgendwelche äußere Lasten und 
an den beiden Enden durch Momente (X) beansprucht sind. So- 
mit ist also die Aufgabe auf eine ähnliche Grundlage gestellt, wie 
die bisherigen Untersuchungen eingespannter Balken oder durch- 
laufender Träger. 

Wir führen die folgenden Bezeichnungen IN [l E 
ein. Die Spannweite, d. h. die Länge des 
horizontalen Riegels, sei !, die Höhe, d.h. 
die Länge der vertikalen Ständer, sei h. Die 
beiden Ständer sollen denselben Querschnitt, 
also das gleiche Trägheitsmoment J, haben; 
das Trägheitsmoment des Riegels sei J,. Den 


Wert n bezeichnen wir mit }'. Es ist also 
h 


dl: 
ER E 
hk =h T, 


g BEE M kr gg e ; 
Für das Verhältnis — führen wir die Bezeichnung œ ein: 


ml, OD 


Die Normalkräfte (N), die Querkräfte (Q) und die Momente (M) im 
Riegel sollen mit N9, Oral, Aral die entsprechenden Werte im rechten 
Ständer mit N), qm, MP), die im linken Ständer mit NW, gm, 
M bezeichnet werden. — Die vertikalen Auflagerdrücke seien VO 
(links) und F% (rechts), die horizontalen HI (links) und H (rechts). 

Bezüglich der Vorzeichen sollen folgende Regeln gelten: Die 
Normalkräfte N sind als Zugkräfte positiv, als Druckkräfte negativ. 
— Die Querkräfte Oral im Riegel sind positiv, wenn die Summe 
der links von dem zu untersuchenden Querschnitt angreifenden scnk- 
rechten Kraftkomponenten nach oben bzw. rechts nach unten wirkt. 
In den Ständern seien die Querkräfte QY bzw. OI) positiv, wenn 
die Summe der unterhalb eines bestimmten Querschnittes wirkenden 
horizontalen Kraftkomponenten nach innen, oberhalb nach außen ge- 
richtet ist, negativ dagegen, wenn sie unterhalb des Querschnittes 
nach außen, oberhalb nach innen wirkt. — Die Momente seien 
positiv, wenn sie die Systemteile nach innen verbiegen, negativ, wenn 
sie nach außen biegend wirken. Die unbekannten Eckmomente X 
in Fig. 121 sind also positiv eingezeichnet. — Die senkrechten Auf- 
lagerdrücke V sind positiv, wenn sie nach oben, negativ, wenn sie 
nach unten gerichtet sind. Der Horizontalschub sei, nach innen ge- 
richtet, positiv, nach außen gerichtet, negativ. 
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b) Ermittlung einer Unbekannten (X). 
Für die Unbekannte X, gilt die Gleichung: 


cem.2 
x, =e] ` 


Hierbei ist: 


F 
ee äi [1.3.27 


[em.2] = |M Me.s ds Z e 

Für die Verschiebungen sind in gewohnter Weise die E J’-fachen 
Werte eingesetzt worden, wobei J’ irgendein Trägheitsmoment be- 
deutet. — Die Werte M, und M, sind Momənte am Grundsystem, 
und zwar infolge der gegebenen äußeren Belastung (M,) bzw. infolge 
der Last X,==1 (M,). Die Größen M,.2 sind Momente infolge der 
Belastung E? a= 1, d. h. infolge X,—=1 am zweifach statisch un- 
bestimmten Hauptsystem. Um diese Momente, d. h. um die M..»- 
Fläche soll es sich zunächst handeln. 

Der Belastungszustand X... 
= 1 (s. Fig. 122 und 123) kann 
als Einzellast 1 in Richtung der 
Unbekannten X, am zweifach 
statisch unbestimmten System 
dargestellt werden (s. Fig. 122). 
Statt dessen kann man auch 
am Grundsystem die Lasten- 

7 Zr gruppe ass 1 wirken lassen, 
Fig. 122. Fig. 123. d. h. die Lasten A... Xp, und 
X.. in den Angriffspunkten 
und in Richtung der einzelnen Unbekannten (Fig. 123). Diese Einzel- 
lasten der Lastengruppe X..2—= 1 haben folgende Werte (vgl. Bd. II 
erster Teil, $ 16): 


ka? 


Xoe =L, 
[bc.1] 
Ech Dh Kec? 
—— e], gy ebl - 
Fae Tau] ee [aa] e 


Die in diesen Gleichungen vorkommenden Koeffizienten der 
Lasten X (Festwerte) setzen sich aus Verschiebungen des Grund- 
systems infolge der einzelnen Belastungen X =1 zusammen. 
Diese Verschiebungen sind daher zunächst zu bestimmen. 

In Fig. 124 bis 126 sind die Momentenflächen für die Belastungen 
KM (M, -Fläche), X, = 1 (M,-Fläch>) und X, = 1 (M,-Fläche) dar- 
gestellt. Nach der allgemeinen Gleichung: 
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J 
[ik] — (1,1405 


erhält man für die Verschiebungen des Grundsystems die nachstehenden 
Werte: 


= = 7 
Fig. 124. M,-Fläche. Fig. 125. M,-Fläche, 


Fig. 126. M,- Fläche. 


[NB. Alle Momentenflächen sind geradlinig begrenzt und er- 
strecken sich über geradlinige Systemteile.. Daher sind für die Aus- 
wertung der Integrale die in der Einleitung (s. S. 3, Tabelle I) an- 
gegebenen Formeln zu benutzen.] 


ldj-!ißo+1, [il=z@o+1), 


elef a A De 
EE GEET 


Anmerkung: Als eine Kontrolle für die vorstehenden Werte kann man 
die Bedingung benutzen, daß die Summe aller Verschiebungen des Grund- 
systems gleich 


[s.s] =u dei =l (1 +2 o) 


sein muß. Dieser Wert ergibt sich ohne weiteres aus der M,-Ffäche, d.h. der 
Momentenfläche für die Belastung X,—=1, welche sich als eine Lastengruppe 
aus Einzellasten 1 in Richtung sämtlicher Überzähligen X darstellt. Die Ms- 
Fläche besteht aus drei über Ständer und Riegel sich erstreckenden Recht- 
ecken von der Ordinate 1. — Man erkennt, daß vorstehender Wert [ss] sich 
auch aus den vorhin errechneten Verschiebungen ergib#; zu beachten ist dabei, 
daß die in den Elastizitätsgleichungen (Grundgleichufgen) seitlich der Diagonale 
stehenden Verschiebungen [a b], [ac], [dc] zweimal auftreten. — 


Aus den Verschiebungen des Grumdsystems ergeben sich die 
Festwerte wie folgt: 


[ab] 3 w — 1 


PEZES 
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Hieraus ergibt sich: 


Tab: l 15o — 26 w3 
en ne | 
[bb.1]= [bb] aa abl 13 30-1 
= Ge laci - Io (3 w — 5) 


aalt ET E) 


L - 


Also erhält man für den dritten Festwert: 


"hei o(30—5j 


"Del (äeëLäëa— 2 


Nunmehr lassen sich die Einzellasten der Lastengruppe A, = 1 
angeben. Es ist: 


i.=1: 

y — KEE — 5) 

a Barum 3’ 

vo 30 Ja 30—1 (- œ (3 œ — 5) al 
Tae 2(8o0—1) 280-—1) 150 +260—3 
Ae Xzc BR oi (9 w+ 7) 


15o 26 @ +3 


Damit ist die M, »Fläche gegeben. 
sie ist in Fig. 127 dargestellt. Der 
Wert des Momentes an der Einspann- 
stelle des rechten Ständers ergibt sich 
als Einfluß der drei Lasten X e Xpo 
X, in Hinblick auf Fig. 124 bis 126 


MacMac wie folgt: 


Fig. 127. M..2-Fläche. 
} e = 90 —140—3 
ar An t iet ir ee 


Unter Benutzung der At. -- Fläche läßt sich der Wert X, leicht 
berechnen. Für den Nennerwert [cc.2] ergibt sich 


d K w (30 — 5) ) 
cc2]=|M,M.sds— = .1- (a 
| e338 T mE REES 
A Beet, opot) ) 
6 = 150 — 260-3 1502603 


[ee.2]=1- enter? Marij 
+260+3 
Auch der PERS [em.2] ist nunmehr für eine beliebige 
äußere Belastung leicht zu bestimmen. Wir besprechen jedoch die 
verschiedenen Belastungsfälle im folgenden Abschnitt I. Zuvor 
soll noch die Ermittlung der übrigen Momente angegeben werden 
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ec) Allgemeine Gleichungen für die Eckmomente M, 
bis Wır- 

Unter Verwendung des vorhin zur D 
Ermittlung der Unbekannten X, be- = 
nutzten Rechnungsganges bestimmen 
wir jetzt die einzelnen Eckmomente M. 
Das eben ermittelte Moment X, þe- 
zeichnen wir mit W, (s. Fig. 128) und 
schreiben statt: 


`- jem.2 
ne Kä 
nunmehr die Gleichung Fig. 128. Mi.2-Fläche. 
B Mrr sl 
M, =— 5... .. . . (92) ___eBo—5) _ 
7 N, Mr = Bo EEN 
Entsprechend bezeichnen wir die ap (90-7) 
Momentenfläche für den Belastung "IT" jjo} Bo ESA 
zustand A, azssL, d. h. die Me.2-Fläche, ap _90—-140+3 
jetzt als die Momentenfläche infolge "FIT Er Bo—3' 


der Belastung UI: sl, d.h. als die 
My;.s-Fläche. Die im folgenden allein in Frage kommenden Ordinaten 
dieser Momentenfläche in den Punkten I, II, III, IV sollen mit 
Mrr, Mar, Mrmr, Mr: bezeichnet werden, wobei also der erste 
Index den Ort, der zweite die Ursache. d.h. den Belastungszustand 
Mr..—=1 angibt). 

Der Nennerwert %, ist als [c c. 2] bereits vorhin berechnet worden. 
Es gelten also die Gleichungen: 


BEIEN ‚Mr. dee, 


e œ (œ -+ 2) (6 œ + 1) 
? iz ai Gr =l 15w? SET —3 
Das Deche am Fuß des rechten Ständers könnte 
nun auf dem gleichen Wege als Unbekannte X bestimmt werden. 
Es leuchtet jedoch ein, daß wegen der Symmetrie des Systems in 
bezug auf die senkrechte Mittellinie die Momentenfläche für die 
Belastung My.: = 1 (Fig. 129) das Spiegelbild der M7.2-Fläche 
(Fig. 128) ist. Da auch die Momentenflächen der Fig. 124 bis 126 
in gleicher Form, nur um die Mittellinie gedreht erscheinen, so er- 
kennt man, daß für den Nennerwert Nr der gleiche Ausdruck gilt 
wie für den Nennerwert R,. Es ist somit: 


d (93) 


1) Anmerkung: Wir haben hier eine Abweichung von der sonst in diesem 
Buche benutzten Bezeichnungsweise, insofern nämlich die Angriffspunkte der 
zu bestimmenden Größen (Momente M) nicht mit Buchstaben, sondern mit 
Zahlen, allerdings mit römischen Zahlen, bezeichnet sind. Die Rücksicht auf 
die bei den gewöhnlich benutzten Bezeichnungen aufgestellten Grundsätze ließ 
dies in dem vorliegenden Falle zweckmäßig erscheinen. 
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Mor den E , 
rr 
Hier ist: 
. w (w+ 2) (6 œo — 1) 
Hoin 15o — 26 w3 | 
er) 
Bır =f Mo Mry.2ds Kä j 
Mar " Um auch für die oberen Eck- 
Fig. 129. Mry.2-Fläche. momente Mrr und Mr entsprechende 
Wap at 140-3 Gleichungen zu erhalten, wählen wir 
15 o- 260-3’ die Angriffspunkte der Überzähligen X 
Mury =— CLT _ jetzt in veränderter Reihenfolge, und 
15@--25®@—+-3° zwar derart, daß jetzt eins der oberen 
Ya vc E (3 o — 5) Eckmomente, etwa das rechte (Myrr), 
15 o +26 o +3’ als Unbekannte X, auftritt (s. Fig. 130). 
Mr 1v =1. Diesen Wert X, berechnen wir in 


gleicher Weise wie vorhin. Wir beginnen mit 
der Bestimmung der Verschiebungen des Grund- 
systems und finden durch entsprechende Ver- 
tauschung: 


[aa] = 20: (früher [cc]) 
l 
[abd] =— zo; ( » [bo]), 
Fig. 130. d'B Lo; (» [ad]), 
Däi ieoi, Is Dat, 
Délai, ( » [ab]), 
[ee] = sBo+n), ( » [ea]). 
Hieraus ergeben sich die Festwerte: 
n l.. 
[aa] 4 
eng 
[aa 4 


l 
B.1=,,(150 +8), 


I ; 
deg n, 


(eil _ 90—4 
[bb.1] 150-8 ' 
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Hiernach haben die Einzellasten der Lastengruppe X, 2 =1 
folgende Werte: 


deeg Ee 
Ho 4 
Ir 15 w8’ 
9w—7 
X =. 
ZS 150-—-8 


Daraus ergibt sich für das Einspannungsmoment am Fuß des 
rechten Ständers beim Belastungszustand X, ə = 1: 


_ 30—5 
150—8' 
Damit ist die M,.2-Fläche gegeben und der Wert X, leicht zu be- 
rechnen. 
Für den Nennerwert [cc.2] findet man: 


? — 5 — 
[el ATENT 9 w A 


(o +2) (6 0+1) 
=l. 
15w- 8 

Den Zählerwert [cm.2] berechnen 
wir für die verschiedenen Belastungsfälle 
im folgenden Abschnitt II. 

Für die vorhin berechnete Größe X, 
führen wir nunmehr die Bezeichnung 
Mur ein: die Myrı.2-Fläche, d. h. die 
Momentenfläche für die Belastung Mırr 
—=1 am 2fach statisch unbestimmten 
Hauptsystem, ist-in Fig. 131 dargestellt. 
Die im folgenden in Frage kommenden 
vier Eckordinaten bezeichnen wir mit 
Arr, Man, Miro rar Das öd 
gesuchte Moment Ur ergibt sich aus Är mt =—- oo: 


1 u | -Xoe t1 “Aom 


15 w8. 


der Gleichung: 9 ee A i 
Mrr mt seg? 
Brrr 15w -+8 
M = u a (96) Mınım=]1; 
III 9 
, 30 — 5 
Hierin ist: Mir ur =— gg. 
+)6o+N 
Wutz l — >, 
15w +8 
: sa a aa O0 


J 
Brr =~ Mo Mrr. ds e 


Das symmetrisch gelegene Eckmoment My; finden wir durch 
entsprechende Vertauschung der Rechnungsgrößen. Die Myr..-Fläche 
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ist das Spiegelbild der Mrz. -Fläche (s. 
u. Fig. 132). Der Nennerwert Nr ist gleich 
BEE > Ma is, Es ist also: 


än 
Sa . . (98) 


Hierin ist: 
(w — 2) (6 œ — 1 
Tai Er 5 SEN 8 ) | 
ake Zb . (99) 
e ged HE M, At, dee = | 
Fig. 132. Miır.2-Fläche. 
Mu = ea ; Bevor wir nun die Berechnung der 
LCE Zählerwerte besprechen, geben wir zunächst 
Ann =l; noch an, wie sich aus den Eckmomenten 
iunn = e, Mr bis Mry beliebige andere statische 
Hike Größen ermitteln lassen. 
Sor a 
Mry rr = d) Allgemeine Gleichungen für 


beliebige statische Größen. 

Sind die vier Eckmomente gefunden, so kann man den Riegel 
sowie jeden der beiden Ständer einzeln als einfache Balken be- 
trachten, die durch irgendwelche gegebene äußere Lasten und an 
den Enden durch die Eckmomente beansprucht sind. Eine statische 
Größe $ setzt sich somit zusammen aus dem Wert $,, d.h. dem 
Einfluß der gegebenen äußeren Belastung beim einfachen Balken 
und dem Beitrag der Eckmomente. Der Wert Sọ ist an dem jeweils 
betrachteten einfachen Balken zu bestimmen. Dieser einfache Balken 
ist also gewissermaßen das Grundsystem eines zweifach unbestimmten 
Systems, bei dem die beiden Endmomente die hier als bereits be- 
rechnet angesehenen Unbekannten darstellen. Das Grundsystem, 
welches zur Berechnung der Eckmomente benutzt worden ist, kommt 
hier nicht in Frage. 

Danach ergibt sich: 

Momente: 


Im Riegel: 
a” — u 1, Aal zl <.’ (100) 


(x ist vom rechten Ende des Riegels aus zu messen). 
In den Ständern: 


Hd mL = ag (1 =] 
Mur + ga IA 


. (101) 
bzw. MI. MP4] Mat Ed (1 = 2) . | 


(x ist von unten aus zu messen.) 
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Auflagerdrücke: 
y’ = PY = M, Ee u m | 
ei. vr Er m ww 
d . (102) 
Kéi = BUI = 
H” = Hl pie 
Normalkräfte: 
N” =—7”, 
N” eye g 
N® — Ely oder * . . . (103) 
elt — 
NW — D eg Hu 
A 
Querkräfte: 
0 oi __ My Hr 
Q == Qo j H 
M,—M 
U oi I II 7 
Q =G p E . . . . . (104) 
$ ai, MAI 
g' d e OU d SFR Héi 


U. Tee e verschiedener Belsstungsfälle, 
"a Belastung des Riegels: 


Zur Ermittelung der Zählerwerte 3 gelten die vorhin ange- 
gebenen Gleichungen von der Form (Moment M,): 


J 
3= f m Mro ds. 


Da es sich hier um eine vertikale Belastung des Riegels handelt, 
so treten Momente M, (Grundsystem) nur im Riegel auf. Die Ständer 
erhalten lediglich Normalkräfte, liefern also keinen Beitrag zu dem 
vorstehenden Ausdruck. — Die M;,..-Fläche interessiert uns also 
gleichfalls nur insoweit, als sie sich über den Riegel erstreckt. Auf 
dieser Strecke hat sie stets die Form eines Trapezes mit den End- 
ordinaten M,,, und Mzz, die wir kurz mit M’und M” bezeichnen 
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wollen (s. Fig. 133). Somit erhalten wir 
nach der Entwickelung in der Einleitung 
jeden Wert 3 in der Form: 
S - A 8= HM p, + H" - pa. 
Z 
Die Werte ø sind je nach der äußeren Be- 
lastung verschieden. 

Es ergeben sich somit für die einzel- 
nen Eckmomente unter Beachtung der Fig. 128, 129, 131, 132, 
welche die Momentenflächen infolge der jeweiligen Belastungen 
M= 1 am zweifach statisch unbestimmten Hauptsystem darstellen, 
die folgenden Gleichungen: 

Momente am Fuß der Ständer: 


- &-_1| see) 
ER SÉ 15 w — 26 w+ 3 Pı 


__o(9@w+7) ] 
ren Fa 


Fig. 133. 


Für N, wurde der Ausdruck gefunden: 

wœ (w — 2) (6 oa + 1) 

k=l- CES CR 
15 w“ -26 w- 3 


Wir führen die folgende Abkürzung ein: 


(6 o1) (w -+ 2)=n. .. . . . . (105) 
Dann wird: . 
w-n 
u TTTS 
Also: 


EE 
Al I] it! 


N 


In gleicher Weise findet man, da ~N, „=R, ist, für das ent- 
sprechende Moment A. 


yu _ 1004 CES 
Ge VEH = 


-n 


Momente am Riegel: 


— Ba 1 e 9 w —4 | 


72 S Ny PO "Pi T } 15w +8 "Pa 

Da 
EE 15048’ 

so wird 
M — 1 Bo), + (9 w — 4) po 
a7 e w 
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Ebenso findet man für das entsprechende Moment A. 
190 — 49, — (15 0o+8 p 
l n i 


Mn = 


Für die in den früheren Gleichungen (102), (103), (104) auftretenden 
Differenzen M, — A... Mr, — M, und M, — M, ergeben sich aus 
vorstehenden Gleichungen die Werte: 


Wr — Mu |_ 3 PTh 
Mr — Mm] I o+2’ 
6 HF 
Mr —Mnr = aa, 
II LIII 7 Geo 1 


Mit diesen Werten lassen sich nach den früheren Gleichungen 
(100) bis (104) alle statischen Größen angeben (s. die folgende Zu- 
sammenstellung). 

Ergebnis. 
Allgemeine Gleichungen der Eckmomente und sonstigen 
statischen Größen bei beliebiger Belastung des Riegels. 


Eckmomente: 
Bo — õpi moi ge ) 
M = 2, 
n-l 
Mn en EE 
e le Däer El deg 
Min = — MH, 
n-l 
_ (9w +7) p, + (3w — 5) pa 
Mr ==. 
nl 
n=(6w +1) (@ +2). .... . . . (105) 
Beliebige Momente: 
a) im Riegel: + Mt A Mal E 
b) in den Ständern: M" — Mz z+ (1 2), e (10%) 
d 
M” = Mar =+ Mır (1 — 2) - | 
Auflagerdrücke: 
ment É PP | 
P TT 6041’ 
d 6 — 
Po a Te | =. + (108 
0 L 6011’ | ( ) 
HO gin A .AL®R | 
hl o—2 J 
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Normalkräfte: 
N0 — — FÜ | 
fl e — ER, Z e e a e mn e (109) 
og H ) 


|w 


Pa f 
Kä == (r) — H = — „ai 72 
É R hi @—2 


| 2... (110) 
i 


durch wagerechte Lasten wählen 
wir das Grundsystem so, daß der belastete Ständer einen einfachen 
Balken darstellt (Fig. 134 u. 135). Das in Fig. 134 dargestellte 
Grundsystem ist das gleiche wie bei den bisherigen Untersuchungen. 
Als Unbekannte sind die Ecekmomente Mrr, Mrr und Mır anzu- 
sehen. — Will man das Moment My als Unbekannte berechnen, so 
ist im Grundsystem bei I ein Gelenk einzulegen. Da an den Enden 
des belasteten (rechten) Ständers bereits Gelenke liegen, so muß die 
Ecke bei II, wenn das Grundsystem starr sein soll, steif bleiben. 
Man berechnet also M; aus dem in Fig. 135 dargestellten Grund- 
system. 


Bei einer wagerechten Belastung des rechten Ständers dieser 
Grundsysteme tritt der in der Einleitung erwähnte zweite Fall ein, 
daß die M,-Fläche sich nicht nur über den belasteten einfachen 
Balken (Ständer), sondern auch über andere Systemteile erstreckt, 
nämlich hier über den anderen Ständer und den Riegel. Den Teil 
der M,-Fläche, der sich über den belasteten Ständer erstreckt, be- 
zeichnen wir mit M,-Fläche, den anderen Teil mit MY-Fläche — 
Die Mọ -Fläche ist nur beeinflußt durch den oberen Auflagerdruck P’ 
des belasteten Ständers und hat die in Fig. 134 und 135 an- 
gegebenen Ordinaten. 

Die Werte der unbekannten Eckmomente setzen sich also hier 


7 r 


aus zwei Teilen M’— Si und M"=— o Fusammen. Darin ist 3 
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aus der M,-Fläche unter Anwendung der in der Einleitung ge- 
gebenen Gleichungen zu ermitteln. Es ergibt sich allgemein dafür, 
wie bisher, die Gleichung: 

3 = Wp, + M"pa. 

Hier bedeuten M’ und M” die an den Enden des belasteten 
Ständers oben bzw. unten, d.h in den Punkten III und IF, infolge 
der einzelnen Momente M=1 am zweifach statisch unbestimmten 
Hauptsystem auftretenden Momente (vgl. Fig. 128, 129, 131, 132). 

Durch Einsetzen der entsprechenden Werte für MW’ und M” 
findet man: 

, — ow (9w — 7) p — (9w + 14o +3) p 
Dr = Gemen x - si 


150 —- 260 +3 
J= EEN 


15w —-8 
ee I En 

150-8 j 
SE Ee ie (150°? en 


15w — 26w% --3 
Durch Division mit den TOE A N findet man daraus: 
w (9w +- N), — (90 -+ 14w- 3) P 


Mi = 
fr w-n-l 
e (9w — 4i p, — (9w + 7) pa 
Mir = — —— E 
nl 
` (15w + 8) p, — (3w Bloe 
TH 
nl 
r w (3w — 5) p, — (150? + 26w EEN 
Mir = e = > 


on! 


Auch für die aus den M{-Flächen sich ergebenden Werte 3” 
lassen sich TERR Formeln anschreiben. 


t = fu ” Mr. sds Z 


E 5w — 3) ‚ 3 
—— lp niio a E K zo 9w? Se, 
6 150 — 260 -3 6 150 +26@ E 
P'h pL TDT) 


2 15 w° -+ 26w ER 
1 


J 
= a, dë 
ir Mä Mor. PT 


K A — 6w + 10—159 +8 
= — Ph TRR 
6 15w- 8 
Pirlet, Statik. II. 2. 9 
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Pkäoiio —2) 


2 150-8 


e ep J” 
3i = fa Mir.eds 7 


VW — 18w — 14-90 —4 
Be al 
150 — 
___Ph3w(o2)l 
2 150-8 
an (dé F 
Air = | Mo Miv.2ds— 
J 
=} pn 8w? —.28w + 6 —9 w° —Tw 


150 26w +3 
Pholi3o—1)(w--2) 
2 15o p 26w43 
Daraus ergibt sich: 
37 _Ph 30—1 


u? =— ih 
á R 2 6o-+1’ 
o gr Ph 3o% 
Mr = — I = ——, 
Kır 2 6w@—1 


„ Bur Di A 3w 
Unm = 
Rar ` 2 Geo +1’ 


KEEN 


Durch Addition der W’ und M” erhält man die im folgenden 
angegebenen Gesamtwerte M. 


Ergebnis. 


Allgemeine Gleichungen der Eckmomente und sonstiger 
statischer Größen bei beliebiger Belastung des rechten 


Ständers. 
Eckmomente: ` 
D _ oiäe HN — Yo Let äie, , Ph3w+1 ) 
a mol " 2 60-+1’ | 
u _ Ze m—), Le tëe Lie _ Ph 3% | 
e nwl 2 GER | 11 
DR EE RE, ST? 
ot nol 2 SES | 
Pr _oBo— 5) — (15o t260 Lie, Ph3wo+i 
SEEE DES 2 area 
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Hieraus ergibt sich: 
3lop,—(o+1)g,] , Ph 


mnai == i 2 1 

Mı Mr o (w +2) Ar 2 
3|@ —(o-1)o, Ph 
Ai — Um en De] 


6 (P1 + Pa) 3w 
Mr — ] = n ee d . 
Ma amer Fe ee 
Setzen wir diese Werte in die Gleichungen (102) bis (104) e 
so findet man: 


Auflagerdrücke: 
TER 
P6o+1' 760-1’ 
yo = Spio Zi 38 
Tr6oo-+ı l 60-1’ 
D 9 . (112) 
go A A ® | 1)», ı P 
hl o fo +2) "Sr 
ge 3 enA-etY)mn, E 
hl w (w +- 2) g 
Normalkräfte: 
NO =— PÉI, NO=— Pl, N®=—— HV. . (113) 


Querkräfte: 
Om! — EI. 
QO —=H®% am unbelasteten Ständer, | . . (114) 
ii — Hi — P, am belasteten Ständer, 
wenn P, die äußeren Lasten auf der Strecke x, vom unteren Auf- 
lager aus gemessen, bedeuten. 


Anmerkung: Ist der linke Ständer belastet, so ergeben sich durch ent- 
sprechende Vertauschungen folgende Werte: 


M Da 5) p, — (15 o°- 26w +8)pe P'h3o—+1 
I u eu 


onl 2 60-1’ 
M ER EE, 3w 
A nl 2 60-1’ (111a) 
M. ae leie Ph Zo ` 
DE n 2 6o+1’ 
y 224p Ve + 40499, , EE 
nn onl EWEN 
yop) Tne _ Ph Ze _ 
P (60-1) l Ge LI" 
ir; _ 3 o pı — (w + 1) pa [i p 
H EE are ....(112a) 


B_3on—etln P 
nu hl o (w -+ 2) ' 2 P. 
gn 
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N®=— yP, Wii. EL, VOH”. ....(disa) 
Oil = HË — { üglich P, vgl. Anm. Gl. (114), 
Ta SÉ fi , (Bezüglich P, vgl. Anm. zu 114) jana 


Durch Addition der Gleichungen (111) bis (114) zu den Gleichungen (111a) 
bis (114a), ergeben sich die Werte für die gleiche Belastung beider 
Ständer. Man findet: 


90-0, —Q2o--3)o, 
ER" RE Se m sell 


E BOTH |, „ones (111b) 

M= M, __ MR 

d Geng dd d eg 2 oF? e 

6 og — Pa i 

fekt An 1 
RÄ BE, 
y® N” — 0. 
Ze Dee? \ EEE UHREN EEE? (113b) 


0, l 
g= q= H— P, 'vgl. Anm. zu Gl. (114). j 


Durch die Gleichungen (111) bis (114), (111a) bis (114a), 
(111b) bis (114bj sind die Werte für alle Belastungsarten 
gegeben, wenn wir nach den Ausführungen in der Ein- 
leitung ís. § 1) die entsprechenden Werte für oe, p, und P 
einsetzen. 


. (114b) 


c. Untersuchung besonderer Belastungsfälle. 


Mit Hilfe der angegebenen Formeln lassen sich jetzt für be- 
liebige Laststellung alle in Frage kommenden Größen in einfacher 
Weise anschreiben. Die Ergebnisse für einige häufiger vorkommende 

Belastungsfälle sind in nachstehender Tabelle an- 
Plef gegeben. 
Zur Erläuterung sei der Fall einer Ein- 
zellast P an beliebiger Stelle des Riegels 
(Fig. 136) kurz besprochen. Es ist nach Glei- 
chung 7a in § 1 (hier ist 7 =[1): 


PI 
Pı SS 6 Kb 
Kei . ZZ Pr 
Fig. 136. P = "e Ca 


Setzen wir diese Werte in die Gleichung (106) ein, so finden wir 
für die Eckmomente: 
PL(3 œw — 5) a + (9 œ -+ 7) ca 
Mr S H 
6 n 
PI (15 w+ 8) + (9 w — Ale 
6 n R 


Mr =— 
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Po — 4) — (15 œ — 8)e 
GER er > 


t 


Fe n 


PIWo—- N). CT w—5jc, 


Hieraus ergeben sich beliebige andere Momente mit Hilfe der 
Gleichung (107). Zur Bestimmung der Auflagerdrücke setzen wir: 


PR . PE 


P — p5p lAa aT F= g la réel 
in Gleichung (108) ein und erhalten: 
REECH 
a on? 
ua 


Damit sind auch die Normal- und Querkräfte Gleichung (109) und 
(110) gegeben. 


d. Temperaturänderungen. 


Bei Temperaturänderungen sind die unbekannten Eckmomente 
M, AM. My: M, wieder nach den Gleichungen (92), (94), (96), (98) 
zu bestimmen. Die Zählerwerte 3,, 3,» Bnr 3r sind dann nach 
den Angaben in $1 zu ermitteln. 

Es soll zunächst eine ungleichmäßige Temperaturänderung an- 
genommen werden. Die Unterschiede zwischen den Änderungen am 
Innen- und Außenrand seien At, die Änderung im Schwerpunkt 
sei t. Die Werte t und At seien für jeden Stab verschieden, aber 
auf ganzer Länge des Stabes konstant; für den linken Ständer heißen 
sie DI und Jm, für den rechten Ständer {N und 4i, für den 
Riegel (0 und 400. 

Der Einfluß der Werte und At soll getrennt ermittelt werden. 
Der für t sich ergebende Wert gibt dann zugleich den Einfluß einer 
gleichmäßigen Erwärmung um t£ (UI. gi, 19) an. 

Ist £, der Ausdehnungskoeffizient für Wärme, konstant und be- 
deutet d, die Querschnittshöhe der Ständer, d, diejenige des Riegels, 
so findet man nach Gleichung (5), S. 6 als Einfluß der Werte Ai, 
Aw, EE 

M A... It" Mp, dl 
3, | u zur. + Mat IEI, a -h 
Mart Mur N 410 ), 


2 
u H 


i 
7 
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er AC ; M un Mru AC 
Br =#JT cl 5 - S A > "eh 
Deeg 4 Mar, di D 
2 d "Ji 


Au BI. (u IH m, Ai TE Morn t Miru At 


ir My nre M in u dÉ A 
i ’ 
Br =E: Je (Fur Hu IE, Hunt Aë , 


4 Uy nt Mrr dÉ d i 


2 


D 


Die in diesen Gleichungen vorkommenden Summenwerte der 


Momente ergeben sich aus den Momentenflächen (Fig. 128, 129, 131, 
132), man findet: 


120° — 310 — 3 
MT Mn Um Mn por ae 3’ 
2w0(6w-—-1) 
Hort Yan Mat Um — po 
7@o--3) 
KEN CH AH a FT 
mi Mast 1I ur 750 1260-3 
12 w +13 
Mint Mna Mru t+M — KE EC 


IIIN 15o t8 ’ 


4 (6w 1) 
Mpat Umu Mim Mn m~ oaa 


15w +8 ’ 
Maut e ac M = 
yma ar mt au Tg 
TI 


Setzt man diese Werte in obige Gleichungen ein und dividiert 
durch die entsprechenden Nenner: 


o(®+2)(6w-—-1) w-l-n 
N, = N, y =l = — = = P 
15 w? -H26 w —3 150--260+3 


NN Loi äi ai. l-n 
ZZ "ZS" 150o+8 15048’ 
so erhält man nach gehöriger Vereinfachung: 
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_ Eef], = 
— 2 ?— dE RE n— N 
M, Sa 12, [112 © 310 — 3, 41" EE ET 
J, . 
——2 EL Un At P 
2, (6o 1t B 
EefJ, 
Ma, ol w (12 œ — 13) Ji — 11 œw It”) 
EE 
J \(115a 
4 Zei, di _| > rì " ) 
me FB: Att -owi w- 134] 
SERIES) 
ı 
Mr =-— Sclëfze? 34t — (12 °? + 31m -+ 3) Er] 
e an I 
— 2.2(60 -1)4:01. 
d ( T ) f | 


Daraus findet man: 


3 1 Ja 3 
= ege aae) 
En 
d. jS 
Do d d 
ÄM. Mu u Te a a Jz 


Da in diesem Falle die Werte S, = 0 sind, so erhält man nach 
Gleichung (102): 


1 6 w J, 
© = — pF =. š -A (At — At), 
D vn WEST Ee a ) 
1 3 i 
DH Mina tn (40 I Ans 
H H H= riora Ee- fpa + 4:1”) * (115b) 
Kool. 
d, f 


Den Einfluß der Wärmeänderungen tù, t, {© in der 
Systemachse finden wir nach der Gleichung (5), Si Da die 
Normalkräfte AN. d. i. hier Nr.2. Nr.2, Nırr.2> Nır.a für jede Stab- 
länge konstant sind, so findet man: 


Bı — Ref, t0 N, ein NY, og, 
EP = E- J, e [(NÈ.2 2 a LN, 2 th NP. 2.9.7], 
Br = E Te CEA LNS gr h+ KH 2.9.7, 
Bzr =E- Jye CH (ei HN t) h -+ NL. 201. 11. 
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Die Werte Nr. KEN Ans, Nrr.>: d.h. die Normalkräfte für 
die Belastungszustände Mz o = 1, Mir. a—=1, Mrr.2= 1, Mrr. = 1 sind 
aus den Werten der Eckmomente dieser Belastungszustände nach 
folgenden Gleichungen zu ermitteln: 


Nie =—Ni: = |1 _6ol@+2) 
— N” e= Ne= II 15012603’ 


1 3(60+1)(w+1) 


0 wf sy $ = } ; 
> SR h 150 —-260—3 
NB. =— Nf. =| 1 6Ww-+2) 
—NPr—= Nire =f T 150-8 
, 1 Sigëo-—1 
no EK NO y= — > 
JN JI. Nur? h 1530-8 


Damit findet man aus obigen Gleichungen nach Division durch 
die Nenner N, und 9. 


[J, 6 w „ AJ Biel „| } 
M, =— Be 2. NO er, | 
á wely TES MT alata 4’ 
BA 6w , S | 3 7 
a 
| J 6 J 3 ] ie; 
| i w ’ 
Yua=—Bl- For; ya) 
1 cl 
J 6w , , Je 8(@ +1) w] 
M „= Ee i. 9 rmn a OT H |, 
S "CS bopi" d olo F2)’ | J 


Daraus findet man: 


_ Zed], 3(2w+1) 


M—M,—=My— Mu t0, 


h wiw -+ 2) 
Ees-J 12 o 
Y,— Mn=— Zu wu Coel (i—i) 


Damit ergeben sich: 


E: 12 œw 
E ger Dee E 
P 6w-H1 
Bes 3(20--1) 
I P wlw + 2) 


(o — un), 


HO — H^ = H 10, 


| 
t. . 16b) 
J 

Durch Summierung der Gleichungen (115a) und (116a), 
bzw. (115b) und (116b) erhält man die Gesamtwerte für un- 
gleichmäßige Erwärmung. Die Normal- und Querkräfte ergeben 
sich dann aus den Gleichungen: 
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N0=—V®, ] 
NO = — fin, SA e ww a a wv Aa) 
ND cs — H, 

OU) = an H, À 

Out TI. } ses a a ae 


e. Widerlagerverschiebungen. 


Bei Verschiebungen der Widerlager sind die Zählerwerte 3 zu 
ermitteln nach der Gleichung (6), S. 6, man erhält also: 


3, =— EJ, S Lre [lw.2]; 
ER zs — EJ, S Lr. Ise 


Ir EJ, SIm.ell w.: 
3r = EJ, S Lalin: 
Darin bedeuten L-s, Lrr.2, Lrr.2, Lry.2 die Auflagerreaktionen bei 
den Belastungszuständen Mr. = 1, Mr.2 = 1, Mrr.: = 1, Mr. = 1; 
die Werte [lw.2] sind die Verschiebungen der Auflagerpunkte in 
den Richtungen der jeweiligen Auflagerreaktionen an den zuge- 
hörigen statisch unbestimmten Hauptsystemen. 
Wir betrachten getrennt drei Arten von Widerlagerverschie- 
bungen, nämlich: 

a) Verschiebungen in Se der Kräfte V (senkrecht), 

b) e 5 j » H (wagerecht), 
c) Verdrehungen e e „ Momente M, und M, 

a) Bei Verschiebungen der Widerlager in snkrschter 
Richtung werden nur Beanspruchungen des Systems hervorgerufen, 
wenn die beiden Punkte I und IV sich um verschiedene Werte 
senken; gleichmäßige Senkungen beider Punkte sind ohne Einfluß. 
Es kommt also nur die relative Senkung eines Punktes, etwa des 
Punktes I, gegenüber dem anderen Lagerpunkte, 
dem Punkte IV, für die folgenden Entwicke- 
lungen in Frage. 

Es verschiebe sich der Punkt I in Richtung 
der Kraft V® (nach oben) um das Maß Ah 
gegenüber dem Punkte IV (Fig. 137). Es ist 
also hier zu setzen: 

[lw.2]=4h. 


Als einzige Auflagerkraft kommt hier V® in 
Frage; für die einzelnen Belastungszustände ist 


w ji m 
(ar keen Less 
. v u 


se diese: 
(Gr = ri a — Mnr Man Wmr — H . ei _ 
IF. l l 15%? + 26 w SS 3? 
TI Tan Mi Men LB Lo +2) 
i l 15w48 


138 Vollwandige Systeme mit geradlinigen Achsen. 


Setzt man diese Werte in obige Gleichung für 3 ein und divi- 
dert zugleich durch den entsprechenden Nenner R, so findet man 
nach gehöriger Vereinfachung: 


M, zs = — Mn ee E Ferrat à (118a) 
Daraus findet man mit 
M, — M, =0 
und EJ 12 
M; Muss pieri 
E-J 12 l 
Pü y= zi, Ab, 
G 60—1’ | . (118b) 
H” = H” =0. 


Damit sind auch die übrigen statischen 
Größen gegeben. 

b) Eine horizontale Verschiebung 
der Widerlager verringert den Abstand 
der Punkte I und IV um eine Strecke Az 
(Fig. 138); es ist dann [lw.2] = Ax zu setzen. 
Die Auflagerkraft H® beträgt für die ein- 
zelnen Belastungszustände: 


1 36o+1)(w+1) 


D e, Bee ul Fr 
Har 15o t260 F3’ 
1 3(6w+1) 
0) e 
Hie BB: Rn 15048 ` 
Damit finden wir die Eckmomente: 
J 3 i 
A EER i wT, 
ei ar . (119) 
EN, 3 
Un de | 
Es ist also: 
E-J, 3 (2 w- 1) 
M, — = l T 
Gm, hl d w (w -+ 2) 
A. MUn = 
Damit ergeben sich die Auflagerdrücke: 
O= n= 0, 


HO = HO =— 


) 
E-J, A 3 (20 +1) | . . . (119b) 
wow) 
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Hiernach lassen sich die übrigen statischen Größen ohne weiteres 
angeben. 

c) Wir behandeln noch den Fall, daß Ver- 
drehungen der WiderlagerpunkteI und IV 
eintreten. Die Werte der Drehungen seien Ag, 
und A gp, (Fig. 139). 

Die in Richtung dieser Verschiebungen wir- 
kenden Auflagerreaktionen der statisch un- 
bestimmten Hauptsysteme sind die Momente M,, 


und Mayr M, n und Mr 71? M, {II und Mur 
M, d Ms (vgl. Fig. 128, 129, 131, 132). 


Wir finden für die Zählerwerte also: 


3, =— EJ (M, dëck Mrr A Pr): 
Bu =— EJIM Eud pt Urn dal, 
Bin = — EJ, (M, r4 PrF Mrih Pr)» 
Br =— EJ, (M, 749,4 Mir vd Pr- 


Durch Division mit den entsprechenden Nennern ergibt sich 
nach gehöriger Vereinfachung: 


(15w? Tea papy aHa 


ie; nol 
een daaa NEE? 

a F (120a) 
Mym BA (9 o — 7) d p, + Bo—bApr 


nl 


M 


Ir 


9w 14w 3)do 15w-26 w3) dp 
EJ, EEN 
nol J 


Daraus findet man: 


3 (ol 1 
M, — M, =M, r Maus BJ: St SSC der i +40; 


6 


My — Hy deeg tarr RT Pir- 
Damit ergeben sich als Auflagerdrücke: 
6 
To= Vo= E g FTP dë Jeem 
set, H 
0— HO =H =E. 


Die übrigen statischen Größen sind dadurch gleichfalls leicht 
anzugeben. 
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Tabelle 


Beiderseits eingespannte symmetrische Rechteckrahmen. 
Tabelle der 


In dieser Tabelle ist: 


Momente 


_P@oe—5),-+(Ieo—-N)&% 
6 n 


| Mr 
Mac a nn Ca 
Pi (9w —4) e + (150 +8) e 


Mu=— = h 
+7) o + Ge 5e 


w 


Pl E f 
M; = Mrr =z ~ | 
f 


Mr = Mrr = — 2 1 
u á 


n 
2? (150 +8) k + (90 — 4) kə 


E a 
(Qo — 4) k, + (150 8) ka 


n 


pE (8% — 5) k, + (90 +7) k 
e 


? (90 +7) k + (80 — 5) k 
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XI. 
Untersuchung besonderer Belastungsfälle. 
Ergebnisse. 
A hd > 
=-=; = L —2). 
o=] TI,’ n KE L 1) (o — 2) 
Vertikale Auflagerkräfte Horizontale | u 
2 Auflagerkräfte Bemerkungen 
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e g Lt 1 E R 
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8 vier 1k, — k] ! | 
ye = — | nn Ee = 
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2 L l 26w 1l | 
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Größtmoment in 
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Tabelle XI 
= | 
z | Belastungsfall Momente 
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(Fortsetzung). 
Vertikale Auflagerkräfte j Horizontale 
g |  Auflagerkräfte Bemerkungen 
D | H 
pl (Ee (E 
70 e Za |2] 
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a 1 (k — k) — (ko — ke) | 
"2 GES EE 
Ir (E EEN Sk o—2 
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(ër (EY hl 
VEA € ATZ 601 J| 
GE EN 
mm ECHT EH A 
ds Ei 1 non] 120h oo —2 
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ý EET nir | 
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| Größtmoment: 
von — pl 200 +8 | Aen = PO -£x 
20 6w —1 | pl BS — My; 
7 ! 8 2 Ada 
vn _ pl 40-7 | AS darin ist 
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| Wa) 
H z=1\ ER 
EE 3 pe A SÉ 4073 
ya=p0= a vta (eg or 
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M Go sM 1 
Do — r) = — SE ie 
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Tabelle XI 
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(Fortsetzung). 


e. pe Horizontale 
Vertikale i aiii Auflagerkräfte | Bemerkungen 


HOD 


| H» 
Em ER _Phiok,—(o+1)k, 


E 2 8 L w2 
p? œ j E e 


D o jip _elE\ | 2 
Af are dE i +2(£)] 


Pirlet, Statik. II. 2. 10 
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Tabelle XI 


Belastungsfall | Momente 


Lfd.Nr. 
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DW n 
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_6í Se "(EN (EI wi 
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(Fortsetzung). 


Horizontale 


Auflagerkräfte 
H 


Vertikale Auflagerkräfte Bemerkungen 


y 


| TEE 

-—— 8 w—2 

4l Pal) _ +2 IR (Ee 

6 (=) } AA/AAA if 
H” = — p (E — #') + HD 


h 20-3 
Ee 
8 0-2 

yo —_ E ` a H? =— ph+ Bn Munaz = 
n Ph Seel 
8 @o+2 


Hi r)2 
2p 


+ Mrr 


HO — Hn 
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Tabelle XI 


Belastungsfall Momente 


Lfd. Nr. 


Cu 
CH 

e wem, 

E 

bh EE a 

t 

w 

ES 
D 
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19 
__ Pko (l5o +8) r, — o (3w — 5) r 
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_ ph Mor +49 +12 
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ph? o (3 œ — 28) 
120 no 


20 
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w2 

ph œ (2r, —r,) 
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en CA | Horizontale 
Vertikale Auflagerkräfte |  Auflagerkräfte Bemerkungen 
D j H 
Hu 
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Tabelle XI 


Belastungsfall Momente 


Lfd.Nr. 


Pa offe Vis + (9 o? 14o 3) s 
Mr= 6 n i i 


Pa Zeit 

6w — 1 

o (9w — 4) s, — w (9 w — 7) s 
n 


23 


Pa 

2 

Pa 

6 

Pa 3o 

2 Gei 

Pa w(l50 -+9 s +o (3v — 5) s 

5 223 
Fa. Za 
2 6@ +1) 


n 


Mr— o (Bo — 5) s, + (150? +26 w + 3) s, 
n 
Mi EE 
2 Gol 


Ze {Ih | 


M= an (Eh L EE EE 


SE atah 
O 


Ja 60 mamm br Sie LAN 

ST N WIEST 
| M:=— SE EELER 
| In l 


tor 


pia (60 + 1) aeol 
2 


BA Do e 3 
=u Ze ety i ot 


EE — —1lo-At t o(120 + 13) an] 


2n 
J; N 
+74 6041) a 
l 


Ze [_Ja So ETE o) | 
SEN EL SA age 


EE 


oa 
24 Temperaturänderung ` 


Mr = 


J 
— 7 2 6o) ae) 
l 


f Jh 6w t Jı 3 (o +1) 
— — vie AË e E CH 
e ECKE Le, | 


$ 9. Der beiderseits eingespannte symmetrische Rechteckrahmen. 151 


( Fortsetzung). 
E et o Horizontale 
Vertikale Auflagerkräfte Auflagerkräfte Bemerkungen 
y H 
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n Pa o N, bk HE = 5 1— chung von Gl. (112), 
Man rett "ir _ |da diese nur für hori- 
P f o-s, (@-1)sə; |zontale Lasten auf- 
yaspi S see o+ 2 3 |gestellt ist. Hier 
l bosal HO = H® tritt zu dem Wert 
nach Gl. (112) noch 
der Wert P hinzu. 
y» = — yin = ur Be” Ge a Him tir) 
Ee -Jh 120 d an 
| ea SE ID déi 
-p EEN AE ett 
Hm. HO = -5 aT o -Ee E (dem — Aën 


I.A to} Ga er ng Ho) 


152 Vollwandige Systeme mit geradlinigen Achsen. 


Tabelle XI 
= Belastungsfall Momente 
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$10. Sonderbehandlung des Rahmens bei Symmetrie. 
I. Erste Berechnungsart. Dreigelenkbogen als Hauptsystem. 


Bei symmetrischen Rahmenformen ist es im allgemeinen zweck- 
mäßig, von einem Grundsystem auszugehen, das selbst symmetrisch 
ist. Es lassen sich dann wesentliche Vereinfachungen erzielen in 
den Gleichungen der Unbekannten. So z.B. ergeben sich bei der 
Verwendung des Grundsystems nach Fig. 140 die Unbekannten X, und 
X, aus zwei Gleichungen mit je zwei Unbekannten und X, aus einer 
Gleichung mit einer Unbekannten. 

Auch bei dem Grundsystem (Fig. 141) (Dreigelenkbogen) lassen sich 
solche Vereinfachungen erzielen, wenn wir als Unbekannte gewisse 
Lastengruppen wählen, die die Symmetrie ausnützen. Ein solcher 
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ww 


(Fortsetzung). 
Vertikale Auflagerkräfte Horizontale 
£ Auflagerkräfte Bemerkungen 
y 
. 2 i 
va— SET 1 Hu — Hie — 0 
D Go SES 1 
Dn His 
ES ETE oad 
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| 
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| Hu— Gr 
H 
Fu — yo d SS siai) 
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= HT l 4 A o (o F2) 
Kam erg $%1— Apir) 


1 
ZI (dpr dprr) 


Rechnungsgang, der auch für spätere Aufgaben von Wert ist, soll 
im folgenden erläutert werden. 


Fig. 140. Fig. 141. 


Als erste Unbekannte X, soll das Moment im Punkt a in 
Riegelmitte berechnet werden. Die Momentenfläche infolge X —1 
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am Grundsystem ist in Fig. 141 dargestellt. Wegen der Symmetrie 
des Grundsystems und der Belastung ist auch die Momentenfläche 
(M,-Fläche) symmetrisch. 

Als zweite Unbekannte X, wählen wir eine Gruppe von 
Momenten in den Ständerfußpunkten b und c, und zwar soll bei 
Belastung X, = 1 in b ein nach innen wirkendes (positives) Moment 
von der Größe 1 und in c ein nach außen wirkendes (negatives) 
Moment von der Größe 1 angreifen. Wir bezeichnen diese Einzel- 
momente mit 

X,, = +1 im Punkte b, 
X, = — 1 im Punkte c. 


Die Veranlassung zur Wahl gerade dieser zwei entgegengesetzt gleichen 
Momente gibt folgende Überlegung. Infolge der Last X,,=—+ 1 
ergibt sich im Punkte £ eine bestimmte Winkeländerung [ab]; 
würde in c der gleiche Wert — 1 wirken, so würde sich infolge der 
symmetrischen Lage der Punkte a, b, c und der Symmetrie des 
Systems die gleiche Winkeländerung [ab] ergeben, so daß also in- 
folge des umgekehrten Wertes X,,=—1 sich die Verschiebung 
— [ab] ergibt. Bei der Belastung X,, =- 1 und X,=—1 wird 
also die Winkeländerung im Punkte a zu Null werden. In der Tat er- 
kennt man auch aus Fig. 142 (M,-Fläche) und Fig. 141 (M,-Fläche), 
daß der Wert [@ab]=0 wird, da die M,-Fläche beiderseits der Sym- 
metrieachse gleiche Werte mit umgekehrten Vorzeichen hat, so daß 


[ab] Ju sich aus zwei gleichen Teilen mit umgekehrten 


Vorzeichen zusammensetzt. 


Fig. 142. Fig. 143. 


Als dritte Unbekannte X, soll wieder eine Gruppe von Mo- 
menten gewählt werden, und zwar zwei gleiche Momente in den 
Punkten b und c, diesmal mit gleichen Vorzeichen. Außerdem soll 
im Punkte a ein Moment u wirken. Insgesamt soll die Belastung 
X,=1 die Werte haben: 


Xac = H 
%,—1: 
Ke D 


Der Wert u soll aus gewissen Bedingungen noch angegeben 
werden. — Man erkennt leicht, daß die Momentenfläche infolge X, = 1 
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wieder wie die M,-Fläche, symmetrisch ist, so daß also, wie vorher 
[ab], nun auch [be] =0 wird. Der Wert [ac] nimmt nun nach 
Fig. 141 und 143 den Wert an: 


Ka WET i 
Keck? Caan niat E A aii a A 


Wir wollen nun die Größe u so wählen, daß auch dieser Wert 
[ac] =0 wird, d. h.: 


EE 
Setzt man: 
JT' =J 
so findet man 
Jı 
Js d o 
SE Pe. gen m 
D SS Es 
Darin bedeutet: 
e Ji 


4 
\ 
SIs 
EEE 


Wird also die Lastengruppe X, = 1 zusammengesetzt aus 


[#2] 
Fer’ 
I, =l, 

Koe = L; 


so wird auch der Wert [ac] = 0. Von den Koeffizienten der Grund- 
gleichungen bleiben also nur die Werte [aa] in der ersten Gleichung, 
[bb] in der zweiten und [cc] in der dritten Gleichung, so daß sich 
die Unbekannteu aus folgenden 3 Gleichungen mit je einer Unbe- 
kannten ergeben: 


[aa] X, = — [am]; x=- 6H, 

A e [d m] 
[b0]: 2, = — [bm]; SA 75 
[ce]: X, = — [em]; X [n] 


Für die Werte [aa], [bb], [cc] ergeben sich aus den Fig. 141, 142, 
143 die Größen (im folgenden sind die E.J,-fachen Verschiebungen 
angegeben, wobei der Faktor E.J, fortgelassen ist): 


[In dem besonderen Falle, daß die Ständer parallel sind, wird 


= ] und damit: 


n 


VEER 
[ee] =l- u° TEEN 
ill Paten}. 


Durch Einsetzen des Wertes 
o 
= 
findet man nach gehöriger Vereinfachung: 
t La 
e 
20-43 
Die Absolutglieder [am], [bm], [cm] können mit Hilfe der 
Fig. 141, 142, 143 ermittelt werden aus den Gleichungen 


[am] =Í M, M, E 


del 
[bm] =f M, SR d 


TE M a 


I. Zweite Berechnungsart; Zweigelenkbogen als Hauptsystem. 


Eine zweite Art der Berechnung des symmetrischen Rahmens 
ergibt die Verwendung eines Zweigelenkbogens als Hauptsystem?); 
es sind dann nur zwei überzählige Größen zu bestimmen (s. Fig. 144), 


1) Diese Berechnung wird hier eingehender erläutert, weil sie bei den im 
folgenden Bande behandelten Stockwerkrahmen mit Vorteil verwandt werden 
wird. 


KAEST E baria 
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=] 


nämlich die Momente in den Punkten b 
und c, wenn wir voraussetzen, daß die Be- 
anspruchung des Zweigelenkbogens für die 
vorkommenden Lasten bekannt ist. Als Un- 


bekannte wollen wir wieder Gruppen der #3 c 
Momente in b und c wählen, und zwar be- Fig. 144. 
steht 


Belastung X, =1 aus X, = 1 ud X =1, 
” X, =l pn Zansl » ,=-1: 
Um mit diesen Lastengruppen arbeiten zu können, müssen wir 
die Beanspruchung des Hauptsystems, d.h. des Zweigelenkbogens, 


für beliebige Lastengruppen kennen. Diese sollen zunächst ange- 
geben werden. 


a) Berechnung des Zweigelenkbogens (Hauptsystems). 


Das Grundsystem sei wieder der Dreigelenkbogen (Fig. 145); 
die Unbekannte heiße Y,. Sie ergibt sich in der Form: 


Aus der Momentenfläche infolge H. — 1 am Grundsystem (Fig. 145 
ergibt sich als Nennerwert: 


207-3, 
5 ; 


[aa = 


Fig. 145. Fig. 146. Fig. 147. M,„-Fläche. 


el Infolge der Lastengruppe X, =1 als äußere Belastung 
ergibt sich am Grundsystem die in Fig. 146 dargestellte Momenten- 
fläche. Aus Fig. 145 und 146 findet man für diese Belastung: 


TEP E 
[am] 5 zs 
e [03] 
Yu TEE . (123) 


Dies ist derselbe Wert, den wir vorher für u gefunden haben. — 

Wir können damit die Momentenfläche des Zweigelenkbogens 
für die Belastung X, = 1 (M,-Fläche) aufzeichnen; sie ist in Fig. 147 
dargestellt. 
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f) Infolge der Lastengruppe X,=1 als äußere Belastung 
ergibt sich am Grundsystem die in Fig. 148 dargestellte Momenten- 
fläche. Damit findet man: 

[am =0, 
li: . 2 2 mu e o e RES 


Die Momentenfläche des Zweigelenkbogens infolge A, — 1 (M,- 
Fläche) behält also die in Fig. 148 dargestellte Form. 

y) Infolge horizontaler Lasten am rechten Ständer mit 
der Resultierenden H ergibt sich am Grundsystem eine Momenten- 
fläche nach Fig. 149. Der nicht schraffierte Teil liefert (wie die 
Momentenfläche Fig. 148) keinen Beitrag zu [am]. Man findet also: 


[am] =s 
3 


. (125) 


Fig. 148. M,-Fläche. Fig. 149. 


Die Momentenfläche des Zweigelenkbogens für diese Belastung 
(M,-Fläche für Lasten H) setzt sich also aus den Momenten- 
flächen Fig. 149 und 145 zusammen. Erstere zerlegten wir in zwei 
Teile, den schraffierten und den nicht schraffierten Teil. Im ganzen 
besteht also diese M,-Fläche aus drei Teilen: 


Teil 1: Momentenfläche des als einfacher Balken gedachten be- 
lasteten Ständers (in Fig. 149 schraffiert). 


Teil 2: Momentenfläche mit beiderseits gleichen Werten mit un- 
gleichen Vorzeichen (in Fig. 149 nicht schraffiert). Die Eck- 
momente ergeben sich aus der Querkraft im Gelenk zu 


H-1 Sri Hal 


ZS u A ` 2 2 L, 2 L, f 

. T: 

Wasi, 

-h 
Teil 3: Symmetrische Momentenfläche nach Fig. 145 mit den Eck- 
momenten: 
3 
M =Y, = eren: . er 
H aH (2 o@-—-3)l Pı (126) 
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Anmerkung: Diese Gleichungen für horizontale Lasten gelten auch für 
Momente, welche an den Ständern angreifen. Für ein am obern Ende des 
rechten Ständers angreifendes linksdrehendes Moment M wird z.B. 


Di 
au =7JoL 3 


Y M: 


Teil 1 der Momentenfläche ist ein Dreieck über dem rechten Ständer mit der 
oberen Ordinate 1. 


Teil 2 hat mit r=“ die Eckmomente: 


muL BA dL rosa ci 


2:1, Ce 
Teil 3 hat die Eckmomente: 
N=5 — M. Ke w wa w a QAS) 


Wir werden diese Resultate im folgenden Bande verwerten. 


ô) Bei vertikalen Lasten des Riegels mit der Resultierenden R 
wählen wir ebenfalls einen Dreigelenkbogen als Grundsystem, jedoch 
soll das Gelenk nicht in Riegelmitte liegen, sondern so, daß die 
beiden Eckmomente bei der äußeren Belastung des Grundsystems 
mit R gleiche Werte mit umgekehrten Vorzeichen haben. Die 
Momentenfläche für P. —1 (Fig. 145) wird da- 
durch nicht geändert. Die Momentenfläche 
infolge der Lasten R am Grundsystem läßt 
sich dann in zwei Teile zerlegen (wie in 
Fig. 150 skizziert), wobei der eine Teil die Mo- 
mentenfläche des alseinfacher Balken gedachten 
Riegels ist, während der andere Teil die Form 
der in Fig. 149 nicht schraffierten Fläche hat, 
also auf [am] ohne Einfluß ist. Man findet also: 


[lam] = p, T P 
Kag = 


dee | 
(2 Eescht ck 


Die Momentenfläche des Zweigelenkbogens (M,-Fläche für senk- 
rechte Lasten R) setzt sich auch hier wieder aus drei Teilen zu- 
sammen, nämlich: 


Teil 1: Momentenfläche des als einfacher Balken betrachteten Riegels 
(Fig. 150). 

Teil 2: Wie unter y, Momentenfläche wie in Fig. 149 nicht schraffiert. 
Das Eckmoment M, finden wir hier wie folgt: Aus der Be- 
dingung, daß die beiden Eckmomente gleich sind, folgt: 

All un (Bu! an) 


á 


1, i—i Bei 
Hh=> (4+8) + = 1. 
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Dann wird das Eckmoment: 


— Mun Ab SR 
1, ) 
Ba 5 "Int So 
l, 2 
E E E A 
Bi 2 ( 21, ët? 2 
RI y à 
DK CHAT E EE 
M, Zu i (1—29) 


n 
Teil 3: Wie unter y, symmetrische Momentenfläche nach Fig. 145 
mit dem Regelmoment: 


-a € H 
MU, = Yar = CECR =. a . (180) 

Anmerkung: Man beachte, daß wir zur Ermittelung der Momentenfläche 
den Angriffspunkt von Y, nicht zu kennen brauchen. — 

In Fig. 150 ist die Belastung als indirekte, auf die beiden Ecken über- 
tragene Belastung gezeichnet. Die Eckmomente finden wir dann aus der Quer- 
kraft im Gelenk zu e 

la — 


Das ist der gleiche Wert wie vorher; die Momentenfläche ist also insgesamt 
gleichwertig der vorher benutzten Momententläche des Grundsystems; wir können 
sie daher zur Ermittelung der Momentenfläche des Zweigelenkbogens benutzen, 
da wir den gleichen Wert Far finden und damit auch den gleichen Beitrag 
Teil 3 zur M,-Fläche. 


b) Berechnung der Größen X des gegebenen Systems. 

Mit den vorher ermittelten Momentenflächen für X,=1 (M; 
Fläche, Fig. 147) und X,—=1 (M,-Fläche, Fig. 148) ermitteln wir 
jetzt die Koeffizienten der X in den Elastizitätsgleichungen 
[aa] X, + [ab] X, =— [am]. 

[ab] X,+ [bb] X, = — [bm] 


und finden: 
__@(®-+ 2) 
m= aE | 
IIF: [ $ l LANZ . . (481) 
pa N | 
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Es sind die gleichen Werte, die wir im 1. Abschnitt für [cc] und [55] 
fanden, da wir die gleichen Momentenflächen haben. — 

Da [ab] wieder verschwindet, erhalten wir für die Unbekannten 
die Gleichungen; 


R j My At. de e? 
a . Taa [aa] | (432) 
l 
B [om] _ BE M,ds— | 
> Ba [2] ) 


Zur Ermittelung der Zählerwerte dieser Gleichungen können wir für 
M, die Momente eines statisch bestimmten Grundsystems einsetzen. 
a) Für senkrechte Lasten R können wir die Momentenfläche 
Fig. 150 als M -Fläche in Rechnung setzen; denn wie in der An- 
merkung unter a, ô gezeigt ist, ist sie gleichwertig mit der zur Er- 
mittelung von P.s benutzten M,-Fläche. Man findet also unter 
Beachtung der M ,-Fläche Fig. 147 und M,-Fläche Fig. 148: 


w 


ei raus az e e a de wm "e ei e A (133 a) 
i af apelat \ l l 
Ae let det e ee u 3 Ce Pa) 
RE 2°) ( ab Alz zl 
(133 b) 
E | 
rY fm, ffe, s s A a e e a g dé 


pP) Für wagerechte Lasten H findet man unter Beachtung 
von Fig. 149: 


[lam] = — p e, (BB 
[am] 2w Lat: "Ms (134 a) 
D LI, l l l o) 
[bm] = — 2 5 M, E D — 1) SCH M, D — KR: 4 Gi 
MI Li WE ANE é E 
SC Ria e? HH p] Nig te); 
H'h lf l z] l i 
bel St ol Alt lU gel 
| ] 6 La E la w ' L Ṣd l We ! W degen. 
Anmerkung 1: Wir geben noch die Absolutglieder für ein Moment M 
am obern Ende des rechten Ständer. Mit p, =— Hl M und PR, 
wird aus vorstehenden Gleichungen: S o 
o MHI 
a=- zoi KC Ss zeg Se SS SS gg HE (135a) 
Em ila H e -- ‚ss 


Pirlet, Statik. II. 2. 11 


162 Vollwandige Systeme mit geradlinigen Achsen. 


Anmerkung 2: Wir könnten zur Ermittelung von [am] und [bm] auch 
die unter a, y und ô ermittelten M,-Flächen am Zweigelenkbogen verwenden. 
Unter Beachtung der M,- und M,-Flächen (Fig. 147 und 148) erkennt man: 
Daß der Teil 3 der M,-Elächen, der die Form der Fig 141 (M,-Fiäche in Ab- 
schnitt 1) hat, auf [bm] keinen Einfluß hat, leuchtet ohne weiteres ein. Daß 
dieser Teil auch auf [am] ohne Einfiuß ist, erkennt man, wenn man beachtet, 
daß die M,-Fläche die Form der Fig. 143 (M,-Fläche in Abschnitt 1) hat 
(u=— 5573 war dort (in Abschnitt 1) so ermittelt, daß [«e]—=0 wurde). 
— Der Teil 2 der M,-Flächen ist auf [am] wegen der Symmetrie der M,- 
Fläche ebenfalls obne Einfluß. — Wir haben also bei Ermittelung von [am] nur 
den Teil 1 (Momentenfläche des als einfacher Balken gedachten Riegels oder 
Ständers) zu berücksichtigen, der durch die Werte y, und o, ausgedrückt 
wird; bei [bm] kommt außerdem noch der Teil 2 (beiderseits gleiche Eckmo- 
mente mit umgekehrten Vorzeichen) in Frage. 


Wir denken uns nun die Belastung mitt-Ibar wirkend durch Balken, die 
in den Ecken des Zweigelenkrahmens aufgelagert sind. Der Zweigelenkrabhmen 
(Hauptsystem) wird dann nur beansprucht durch Einzellasten in den Ecken 
(Fig. 151}. Die Momentenfläche des Zweigelenkbogens (Hauptsystems) infolge 
der Einzellasten hat stets die in Fig. 152 dargestellte Form!) und ist gegeben 
durch das Eckmoment AM. Dies Moment M, ist beeinflußt durch die Größen 


Fig. 151. Fig. 152. 


Ai, D und H’ (Fig. 151) Die Größen A und B’ zerlegen wir je in eine 
Horizontale und eine Komponente in Richtung der Ständer (Fig. 153). 
Letztere rufen nur Normalkräfte hervor; erstere ergeben eine Normalkraft von 
Lt 

ED An 
H'=(B 4’) 3% 
sich ein Eckmoment: 


nach links. Durch eine Kraft H’ am oberen Riegel ergibt 


H'h l 
ne men 


Das Gesamteckmoment ist also (vgl. auch unter a, y und ô): 
Für vertikale Lasten: 


un EZ Ei) 


Für horizontale Lasten: 


H'h l 
Mm CS 


Wir erhalten a'so die gleichen Werte wie in Gleichung (127) und (129); 
die Belastungen der Fig. 151 liefern also die Teile 1 und 2 der unter a, y und ò 


1) Anmerkung: Dies erkennt man leicht, wenn man dies Moment in 
Riegelmitte als Unbekannte X, des Zweigelenkbogens berechnet. Die M,-Fläche 
infolge einer Last in einem Knotenpunkt hat die in Fig. 152 dargestellte Form; 
der Zählırwert der Größe Y,. also auch die Unbekannte Y,, wird =Q. 
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ermittelten M,-Flächen, d h. der M,-Flächen des Grundsystems, der allein für 
am] und [bm] in Frage kommen. Wir würden also auch auf diesem Wege zu 
denselben Werten kommen wie in den Gleichungen (133) und (134). 

Aus den Gleichungen (132) bis (134) können die Unbekann- 
ten X für beliebige Lasten angegeben werden. Man findet: 


«) Für vertikale Lasten R: 


— Pı Pr 
SESCH 


H H 
e o(2t+1)+2 
ze rer 
LI +| 


4 


p) Für horizontale Lasten H: 
Mi wp — (2% + SECH 


? olw—2)l 
I l, ) | 
eg D dg 1 = 

e EN lei u TI D 

"ha IW Z àj ! 
u 2 BE E D S 
G +20 1 ST ls 

. . . (137) 
3 T? 


c) Zur Bestimmung beliebiger statischer Größen Ş gilt die 
Gleichung: 
S = +8, Xa t So Aa 


Darin sind oe, P, und p, die Werte, die pi Kä 

sich am Hauptsystem (Zweigelenkbogen) E 

ergeben infolge der äußeren Lasten und 

der Lastengruppen X, = 1 und I,—=1. — H 

Handelt es sich z.B. um die Eckmomente H 

M,, und A, (vgl. Fig. 154), so lauten die ie 

Gleichungen: nn 
U „= A FM Xa KS M ir Xr 
Wn = Miro +Mmalat Man Ey 


Ila” a IIb 
Darin sind (vgl. Fig. 147 und 148): 
IS 
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Die Werte M, und Man sind aus der Berechnung des Zwei- 


gelenkbogens bekannt, sie sind: 
e Für senkrechte Lasten R: 


1-23), 
E E 
Zi Für wagerechte Lasten H: 
Maa T 
Mino = T naea 


d) Sonderfälle. 


1. Erster Sonderfall: t= (parallele Ständer). ` 
n 
In diesem Falle ist: 


f 1} ] 
pij= E2 ENI, . . . . (438) 
Die Absolutglieder werden: 
«) Für vertikale Lasten: 
o 
er re F Pa): 
[bm] =p, — p2. 
f) Für horizontale Lasten: 
[am] = — ee 
Es 2 w + 3 Pı T Pa 
H’hl, 
Dal H 6o41) — +). 
Die Unbekannten nehmen dann folgende Form an: 
«) Für vertikale Lasten: 
Pı T Fo 
X, =A Geier 
a 2 H 
(w + II ED (139) 
u ae 


(6% F1) 


gr 
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5) Für horizontale Lasten: 


xa o g= Ar. Fa | 

FE ac (140) 
y , H'h3@—>1 , Sie, + Pa) 
u 2 6w—1 (voll 


Das Fußmoment am linken Ständer ergibt sich bei vertikalen 
Lasten aus der Gleichung (vgl. Fig. 147 und 148): 


= Ly _ (P1 Pa) (6 0 1) — 3 (Pı — Pa) (w +2) 
aech Ze TTT 
le _ Be 5) t (9w- e: 
TS (ëe-L-Utie-— 21 


Das Fußmoment des rechten Ständers ist dann: 


EEN 
botijo ` 


asp Aa Ai 


Für die oberen Eckmomente findet man (vgl. Fig. 154): 
«) Für senkrechte Lasten R: 
(Pı Po) 


Mro = M, n na. 
I0 M ro (2 w — Dt 


£) Für horizontale Lasten H: 
H'h 3 p 


Un=—- IT gott 
Ei 39, 
Um Tg ETEEN 


Man findet also als gesamte obere Eckmomente des Rahmens 
folgende Werte: 


oi Infolge senkrechter Lasten R: 


(15 w + 8)p, t90 — lge, 


3 


=— Toter 


3 (9, + Pa) o . 
(20—+-3)1 DE SC Kis 


ta (9 wœ — 4) p, + (15 o +8) p 
= pot larg 


Al 
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£) Infolge horizontaler Lasten H: 
H'h 39, w e 


EE SEH 
Hr 2 Qo+tdi 2oa-+37«.1% 
__Hh 3w l — (9w — Ale, +O w+) p A 
2 tt (6% +1)(w +2)1 i 
H'h 39, o o 
= ———— —— — xX D 
Ra 2 (20-+-3)1 Soe b 
_ Hh 30  (15@+8)p,— (38o —5)pə 
2 Got (6w +1) (@ + 2)l 


[Vgl. § 9, Gleichungen (106) und (111)]. 

2. Zweiter Sonderfall: Symmetrische Belastung des 
Riegels. 

In diesem Falle liegt die Resultierende in der Symmetrie- 
achse. Es werden dann die Werte d, und p, einander gleich, wie 
aus den Ermittelungen im $1 leicht zu erkennen ist (vgl. auch Ta- 
belle VII, Seite...) In Gleichung (136) wird in dem Wert für X, 


im ersten Glied der Ausdruck 1 SR zu 0, da ¿=i ist; im zwei- 


ten Glied wird p, —9,=0. Es wird also in diesem Falle: 
I,=0. 

Dies erkennt man auch, wenn man bedenkt, daß eine symmetrische 

Belastung in einem symmetrischen System eine symmetrische M,- 

Fläche bewirkt, die natürlich keinen Wert [bm] liefern kann. Die 

Unbekannte X, stellt dann zugleich die unteren Einspannungs- 

momente M, und M,, dar. Es ist also: 


29 
a ae en 2... (14) 

In den Werten für AM... und M, verschwinden ebenfalls die 
ersten Glieder, und man erhält: 


3 29 
M ro = Myro = TETI 
3 29 o 29 
=M geen 
RE altern 
49 
ÄM. Än = CESET e . . . D D D D D e D (142) 


Die Eckmomente sind also das Doppelte der Fußmomente mit 
umgekehrten Vorzeichen (vgl. auch Tabelle XT). 


3. Dritter Sonderfall: Gleiche Belastung beider Ständer. 


Die für wagerechte Lasten abgeleiteten Werte galten bisher für 
Belastung des rechten Ständers. Ist der linke Ständer in gleicher 
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Weise belastet, so erkennt man aus der Symmetrie, daß wieder 


X,=0 wird, während X, den doppelten Wert annimmt. Es wird 
also: 


— (20-310 
AM. Än nä SE 


SESCH . . . (143) 

In den Gleichungen für M, und Ja verschwinden wieder 
die ersten Glieder, da wir eine Gesamtkraft H’ — 0 erhalten, während 
die letzten Glieder sich verdoppeln. 


Es wird also: 


6 ọ 
Mro = Mnr = — ots 
6 e w „op, (20 T äi: 
Pi = A = — —— — 2 .——— 
ae Zo 31l 20—3 olw—21l 
29, — Ps 
ar Mamm BE Ee er. 6 5 er 28 . e e e . (144) 


4. Vierter Sonderfall: 
Kopfe des Ständers. 


In diesem Falle wird o, =9,=0 (vgl. § 1) H’=H. Daraus 


Horizontale Einzellast H am 


folgt: - 
X, =0 
l ( l ‚ı] 
Mr na Al . (1453) 
"LI eet bel 
+201 i Sat 
Hh l 
M 10 — M „1 2 1 
l l ) d 
Bé Ee ech 
w —— y DRAI, l Bi -elr+ı ES 
"ag mS m "TT" E SR? a BR e ,, EN 
3 E $ | Ch 8 
Hihi i =) o 
A. =— Mn L, SE j Ces "rr five (145b) 
tel r A 


Während bei den symmetrischen Lasten die Neigung der Ständer 
(ausgedrückt durch Z ohne Einfluß ist, spielt sie hier eine Rolle. — Bei par- 


allelen Ständern, also i= 1, wird (vgl. Tabelle XI): 


_Hh 30-41 

ere 
Hh 3 

Au Mm = T 


2 60-1 


168 Vollwandige Systeme mit geradlinigen Achsen. 


Anmerkung 1: Die vorher besprochenen Sonderfälle erinnern in ihren 
Resultaten an das von W.L. Andrée veröffentlichte „B. T. Verfahren“. Was 
dort durch die Belastungs-Umordnung erreicht wird, nämlich dıe unabhängige 
Berechnung zweier Teilwerte der Überzähligen, ergibt sich hier zwanglos durch 
Anwendung der Lastengruppen als Unbekannte. — Solche Lastengruppen 
wurden schon von Müller- Breslau verwandt (vgl. Graph. Statik, II. Bd., Nr. 67). 
— Bei späteren Aufgaben, insbesondere bei den Stockwerkrahmen, wird uns 
die Verwendung ähnlicher Lastengruppen von Vorteil sein. 

Anmerkung 2: Man kann auf solche unbekannten Lastengruppen, die 
sich aus je einer Gleichung mit einer Unbekannten ergeben, auch mit Hilfe 
des allgemeinsten Verfahrens kommen (Erster Teil, $ 16). Wenn wir dabei bei der 
Wahl der willkürlichen Einzellasten der Lastengruppen Y=1 auf die Sym- 
metrie Rücksicht nehmen, erhalten wir ähnliche Lastengruppen wie vorher. 

Wählen wir nämlich wieder den Dreigelenkbogen (Fig. 141) als Grund- 
system, so können wir wie folgt vorgehen: 

Die Einzellasten der Gruppe Y= 1 sind alle willkürlich. Mit Rücksicht 
auf die Symmetrie sei: 

ae -æ Gy 
X We SC Xea bg D s 
Daraus sind die Werte [4a], [4b], |4c] zu bestimmen: 
[dal=[aa]- BT ([ab] — lac] p = [aa] a — 2 [ab] ß, 
[40] = [ab]: « = ([b b] ~ [dei)ß, 

[4c] = [ac]: « + ([b c] + fec) B= [ab] « ~ (bej- [bb]) 2 = Ab, 

Denn es ist: 
[ab] = [ac], [bb] = [cc] 


LN Lied. 
Von der Lastengruppe Y,=1 sind X,, und X,, willkürlich; wir wählen 
sie wieder symmetrisch: 


Es ist also: 


Zı=LXoı=r 
Dann wird: 
x. AR Men, ZA, 
eiia (dal! Kar 


Daraus finden wir: 


| te e. ai 
nt | Ef ‚ar 
a T BUH) y 


[4b] 
Aa) 


[Bo] = [Be]. 


Del = (- [@c]-2 


Es ist also wieder: 


+ [be] lec]) r = [B0 


Daraus folgt weiter: 


o, nn [aB 
ed Ei 
iBe.1]=[Be] ES [de], 
R D aB . 
[Bb.1]=! Ces Ab 
— pe 22] Zi: -[Ac] = [Be.1]. 
Also: er 
[Bb. 1 = [Be.1]. 


Von der Gruppe Y. = 1l sei gewählt: 
Keil. 
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Dann wird: 
Bel 
Kpm “Be ö ô 
e PADE y Ae 
Ae = ( i — dl 
ek aa n 


Wir haben also folgende Lastengruppen: 
Xam l: Nm; Isa = Xea =P, 
a [4b] 


v=l: ais trga Krs =A anm, 
Y= le Xrm h; Xz. = — ô; X. =ô. 
Die Werte «, p, y, ô sind beliebige Zahlenwerte. Setzen wir ¢ = y = ó = 1 


und f= 0, so findet man mit [4b] = [ab] und [Aa] = faa] folgende Einzel- 
lasten der Lastengruppen: 


Fass lz I.=]; Xba = Xs =), 


e E 
el Bus SR, Xss = X n=l, 


Lei: eh =E= Bass! 


7 [ab] 
Der Wert + X, = — 2 [za] 
und hat die gleiche Größe wie dieser. Denn infolge 
X,==1 ergibt sich die in Fig. 155 dargestellte Momenten- 
fläche (M,-Fläche). Auf den Wert [ab] = f M, M, ds 
(M,„-Fläche siehe Fig. 141) hat der in Fig. 155 nicht 
schraffierte Teil keinen Einfluß, da er für die linke 
Hälfte einen positiven, für die rechte Hälfte einen 
gleichen negativen Beitrag ergibt. Für den übrig- 
bleibenden schraffierten Teil findet man: 


entspricht dem unter D ermittelten Wert u 


ei D 
olb] ` af, 3 RER ME 
[aa] 6 2m—3)l 20-3 '7 


Man erkennt also, daß die vorhin dargelegte Rechnung einen Sonderfall 
des allgemeinsten Verfahrens darstellt. 


\ $ 11. Rechenbeispiele. 


Im folgenden sollen einige Übungsbeispiele gegeben werden, die 
Gelegenheit geben, die Ausführungen der §§ 8 bis 10 zu verwerten. 


Beispiel I. 

Umstehender Shedrahmen (Fig.156) sei für die angegebenen 
Belastungen zu berechnen. Das Verhältnis der Trägheitsomente bzw. 
der Querschnitte sei 

dasz Lä A=05J,; J,=080J,; 
J, =0,07 F,, 
F, =1,2 F; F—0,80F,; F,=0,90 F,- 

Die Berechnung ist durchzuführen: 
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a) ohne er e š 
b) mit Berücksichtigung der Normalkräfte. 


c) Es soll die Stützlinie für 
B ep verschiedene Belastungsfälle 


i ezeichnet werden. 
mmm 8 


4 d 8,50 Ar 


Fig. 156. Fig. 157. 


1. Berechnung unter Verwendung des Dreigelenkbogens 
als Grundsystem. (Vgl. den Rechnungsgang in $ 8 und 9.) 

a) Als Unbekannte werden die Eckmomente X,, X, und X, 
eingeführt (Fig. 157). Diese berechnen sich aus den Gleichungen: 


- [em.2] 

A nn 

~- [bm.1] [de.1] 
TB aa] e 
y —— [17] __ [ab] _ lad, 


e™— jaa) [aa]? [aa] A 
Infolge X,=1 am Grundsystem ergibt sich die M,-Fläche 
Fig. 158. Die auftretenden Auflagerdrücke sind 


= — 0,1178 = — B, 


ër 
Si 1 348 


Fig. 158. M,„-Fläche. Fig. 159. 
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Infolge X,—1 am Grundsystem ergibt sich die M,-Fläche(Fig.159). 
Hierbei ist 


Infolge X, = 1 am en ergibt sich die M -Fläche (Fig. 160). 
Hierbei sind die Auflagerdrücke: 


A= B= 0, -0,461 


1 
H, =H, =— 7 = — 0,1538. 


Als mittleres Trägheitsmoment werde 
das des Ständers 1 angenommen, d.h. 
J; =J. Dann wird 


J J' 8 

gan Fa 

d : +777 H IT 
EH fa d 
J; J, 


: i Fig. 160. A Fläche, 
Die Stablängen vgl. Fig. 167. 


Die Verschiebungen infolge der Überzähligen ergeben sich nun 
zu (vgl. § 1): 


7,85 
| SD (2-1 + 0,146) —- 0,146 (2-0,146 +- 1)] -0,665 
, 3,24 
T = 8,576, 
6,5 7, = 
Bir 2 .1,318°- -0,665 + 9 [1,318 (2 -1,818 + 1) 
SECH E e ËÄ Aa 
ar (2- T4, 18)]. 2-5 1,25 = 16,64, 
5 „2 ə D D re bi 
[ce] = Tr. 0,461°- 0,665 EE .1,25=5,70%, 
[ab] = — a 51,318 (2-0,146 — 1)-0,665 
= 
En -0,146 (2-1,318+1)-2= — 1,19, 
[a )= 2 t 0461 (2-0,146 + 1)-0, 324, Q461-0,146-2 


— 2,5905, 
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3,5 7,85 3,24 
Delen — SŠ -1,318-0,461.0,665— 25° -0,461 (2-1,318-+1): 2 
5% 
42.106 = — 8,678 
6 
Tabelle 
der Verschiebungen infolge der X. 
| a b | c 
a 48576 | — 1195 | --2%,5905 
H — 1,195 | 41664 | —8,678 
e + 2,5905 — 3,678 + 5,702 


Zur Probe vorstehender Werte ermitteln wir (nach $ 20 des ersten 
Teiles) die M -Fläche (Momentenfläche infolge der Lastengruppe 
X%,=1 X,=1 und ¥,= 1, s. Fig. 160a) und berechnen den Wert. 


Bu 
[ss] = le ds. 


Die M -Fläche hat überall den Wert 1; 
denn der linke Ständer ist nur durch 
das Moment X,=1 beansprucht, 
während der gebrochene Riegel und 
der rechte Ständer nur durch zwei 
Endmomente beansprucht sind. Man 
findet also: 


[ss] = 6,50 + 7,85 -0,665 4 3,24-2 
— 6,50 - 1,25 = 26,33. 
Dieser Wert muß gleich sein der 


Summe der in vorstehender Tabelle 
angegebenen Werte; man findet dafür: 


Die Übereinstimmung der beiden Werte ist reichlich genau. 


Da wir für 5 verschiedene Belastungsarten die Absolutglieder 
[am], [bm.1] und [cm.2] zu berechnen haben, gestaltet sich die 
Rechenarbeit einfacher, wenn wir diese Werte direkt aus der M1- 
bzw. M.. 2-Fläche herleiten, d. h. aus den Momentenflächen infolge 
Xz. ı = 1 am einfach bzw. X. a= 1 am zweifach unbestimmten System. 


Zur Bestimmung der M,.,-Fläche haben wir die Einzellasten 
des Belastungszustandes X, 1==1: 


_ led]. Br 
[aa]? a= 


Xa =+ 0,1395; X, =1. 


Xas = 
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Die M, -Fläche ist in Fig. 161 
dargestellt. Das Moment an der 
Einspannstelle wird hier 


M=X,.'1 X, —-0= 


— 0.1395 — 1 = — 0.8605. er de 

Das Moment im oberen Knick- 
punkte wird 

M„—0,146-X,,+-1318-X,, 

= 0,146 -0,1395 — 1,318-1 = 

— 1,338. Mr 

A -08605 T, 
Infolge X... = am zweifach Fig. 161. Mp.1-Fläche. 


unbestimmten System treten in 
den Angriffspunkten der Überzähligen X die Momente auf: 
[ ] [ab] fac] 
$ =u Bs ae a, 
D be [bb.1] ce ac [aa] X,. ® [aa] X., 
Die hierin vorkommenden Festwerte ergeben sich für den vor- 
liegenden Fall zu 


[ab] — 1,195 [a c] 2,5905 
= — ———— [= 0,1395; — = — ee — — 0,302, 
[aa] 8,576 [aa] 8,576 Ka 
b i 
[b c.1] = [b c] — m -[ac]= — 3,673 — 0,1395 - (+ 2,5905) 
= — 3,317, 
b ; 
[bb.1] = [bb] — Gi t] = 16,64 + 0,1395 (— 1,195) 
= 16,473, 
Damit ergibt sich: 
[b c.1] — 3,317 
Dee fen er ge, 
db 98.1] ® 16,4783 `! Ke 
b 
Reie ] y bd x —0,1395-0,202 — 0,302 1 
[aa] [aa] ° 
= — 0,274. 


Das Moment an der Einspannstelle wird: 
A sl Ek LU Eil A 0,274 — 0,202 + 1 = 0,524. 


i 


Das Moment am oberen Knickpunkt wird 
M= 0,146-X,. + 1,818- X,, — 0,461-X, 


=— — 0,04 + 0,266 — 0,461 = — 0,235. 
Mit diesen Werten erhalten wir die in Fig. 162 abgebildete M,.2- Fläche 
M,=0,524; M „=— 0274; M,„=-— 0,235; 
M,—=-+0202; M,=1. 
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Mm--0235 Daraus ergibt sich 


[ee.2] SE M.. de 


M My 
-0,274 +0,202 6,5 
lee. 2] = s 1(2-0,524—0,274)+ 
7, 0,461 (2 - 0,235 —- 0,274) -0,665 
Jee? 3.24 
- e — 7 - 0,461 (2- 0,235 — 0,202) - 2 
Aire ae SS 6 
Fig. 162. Me.2-Fläche. +2 -1(2-14-0,202)-1,25—=4,351, 


Wir können den Wert [cc.2] auch ermitteln durch Rechnung; 
wir finden zunächst: 
lec.1] = 5,702 — 0,302. 2,59 = 4,92 
[ec.2] = 4,92 — 3,317 -0,202 = 4,25. 
Wir können auch eine von der vorhergehenden Rechnung unab- 
hängige Probe machen. Es sind nämlich am zweifach-statisch un- 
bestimmten Hauptsystem (Fig. 162) die Verschiebungen der Punkte «a 


und 5 in Richtung von X, und X, (Winkeländerungen) infolge der 
Belastung X, == 1 gleich 0; es wird also: 


J’ 
[i Msds = [ac.2] =), 


far, m, 287 = [de.2]=0, 


Die Summe dieser Werte ergibt: 
Pi Lë 
[ec.2] = fa, — M, — M) Meds z = lun. ds”. 
Die Auswertung dieses Integrals nach Fig. 162 und 160a ergibt: 


7,85-0,66 
755.00% 0,274 — 0,235) 


3,24-2 6,50-1,2 
+ ~ (— 0,235 + 0,202) 4 (0,202 +1) = 4,25. 


[ec.2] = > (0,524 — 0,274) + 


Damit darf die zur Ermittlung von [cc.2] führende Berechnung, 
also auch die M, -Fläche Fig. 161 und die M, 2-Fläche Fig. 162 
als richtig angesehen werden. 
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Die von der äußeren Belastung abhängigen Verschiebungen. 


1. Belastung durch H (Fig. 163). Aus der M,-Fläche Fig. 163 
und den Momentenflächen Fig. 158, 161, 162 findet man nach den 
Formeln Tabelle I: 


[am] — —-6,5-H= — 21,125- H, 
6,5 E v P 
[bm.1] = ° (— 6,5- B)[2-(— 0,8605) +0,1895]—11,15-H, 
pe 
Lem. J= (— 6,5 - H) (2 -0,524 — 0,274) = — 5,48 -H 


Die Auflagerdrücke des Grundsystems sind: 
A = B = O D 
H= H; H 0. 


gem 


4 3,85 g 


Fig. 163. Fig 164. 


2. Belastung durch gt/m (Fig. 164). Es wird: 


[am] = II a -g (1 — 0,146) -0,665 
d AS, 3,85-9(2-0,146-1-1)-0,665 
ch 9.0146 .3,85-9-2— 18,714: 9, 
Dan. A en 1,85-9 (0,1395 1,338): 0,865 
1 188. 3,95.9(2-1,338 — 0,1395)- 0,665 
+ 3215,95 g (2-1,338 + 1)- 2 = 41,66, 


6 


— ~ -8,85 -g (2 -0,235 — 0,274) - 0,665 


2 
+ 3,859 [2 (— 0,235) + 0,202] -2 


— 9,456: 9. 


Die Auflagerdrücke des Grundsystems sind: 


H=H=0. 
3. Belastung durch P, und P, (Fig.165). Das Moment unter P, ist: 
‚ 1,24 
Ir j2 m=% 3,63 P, + 23,63 P, = 2,08 P, 


i NS ~ 0,53 P,. 


Das Moment unter P, ist 
3,63 1,26 
Se E 2 2 EN AR; 
M, Ee 1,24P,—+ Ee 1,24 P, = 0,53 P, 
— 1,06 P, 
3,925 
[an= E M2. 0,573 —1)- 0,665 
‚ 3,92 


u 25 m, (2-0,573—+-0,146) 


+M, Eaa ]-0,665 


Pig. DS L GE M, -0,146 -2=3,467 P,+1,525 P», 
, SC 
[bm.1] =+ 2.0, 7388 — 0,1395) -0,665 
3,925 Se = p 
+5 881,338) — M, (2 -1,338 — 0,7388)]- 0,665 
3,24 
+ a M, (2-1,838+1)-2 
= 6,9 P, +6,8 P,. 
3,925 24 
bal — TH, (2-0,255—-0,274)- . M,[2-(— 0,235) 
GC 


-+ 0,202]. 2 — 


[m (2- + 0,235) 


-+ M, (2- 0,235 4 Gasen -0,665 
= — 1,707 P, — 0,996 P,. 
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Die Auflagerdrücke des Grundsystems sind: 
4 = 0,573 P, + 0,146 P,, 
B = 0,854 P, -+ 0,427 P, 
H= H. =0. 
4. Belastung durch Q (Fig. 166). 
[am] = > 5,6 -1 -0,4 -Q = -+ 2,24- Q, 


[bm.1]= en 
WW 
em. — Ë a, 
Er 


Die Auflagerdrücke des Grund- 
systems sind: 


B,=H,—0. 


Fig. 166. 


Berechnung der Überzähligen (Eckmomente). 
1. Belastung durch H. 


u, =x, = I -- Lä H, 
=H t 0202-1,29- H = — 0,4165 Hr, 
ee 


— 0,1395 - 0,4165 H —- 0,302 - 1,29 H = 9 014. H, 
Uu, =M, +} M, Xa +M, X, +M, X, = 6,5- H SOL. H 
-0,4765 H-+ 1,29 -H = — 2,780- H, 
M „= 0,146 -2,014 - H — 1,318 -0,4165 - H — 0,461 - 1,29- H 
= — 0,85. H. 
2. Belastung durch g t/m 
9,456 


M n Ta air az 


41,660 
167g I t 0202-2,23.9— — 2070-9, 


18,714 
Mu=X, =— 5 pro I 0.1395 (— 2,079) — 0,302-2,23-9 


— —3,1415-g, 


Pirlet. Statik. II. 2. 12 
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M,—= — 3,1415 -g — 2,070-9— 2,23 - g = 1,159 -g, 
M,„ = 3,85 -g — 0,146 -3,1415 -g — 1,318- 2,070- g— 0,461.2 
= — 0,35 -g. 
3. Belastung durch P, und P}: 
Se nAn EN P, S 
1,707 P 0,996 2 — 0,403 P, 40.235 P,, 


2,23 -g 


al n 4,251 
6,9 P, +6,8 Pa , 2 
Mare + 0,202 (0,403P, + 0,235.) 


= — 0,3365 P, — 0,3655 E. 


PT 

Me fen a a Ze Pa _ 0,1395 (0,3365 P, 
-+ 0,3655 P,) — 0,302 (0,403 P, + 0,235 P,) 
= — 0,574 P, — 0,2998 P., 

M ,= — 0,574 P, — 0,2998 P,- 0,3365 P+ 0,3655. P,+-0,403P, 

-+ 0,235 P, = — 0,1655 P, — 0,2993 P,, 

M „= 0,53 P, +1,06 P, — 0.146 (0,574 P, —- 0,2998 P) 
— 1,318 (0,3365 P, — 0,3655 P,)— 0,461 (0,403 P, 
-+ 0,235 P,) = — 0,1827 P, + 0,428 P,. 


4. Belastung durch Q: 
er, 


use. 4,251 


_ 9960 0,202-0,0964Q = 0,0388- Q, 


16,473 
2,24 Q 
3.57 zg T 01395- 0,0388 Q — 0,302 - 0,0964 Q 
: — 0,2266 - Q, 
er LANE 
—= 0,0624-Q, 
M = 0,4 Q — 0,2266 Q — 0,0388 @ — 0,0964 Q = 0,0382. Q. 
Die Auflagerdrücke des Rahmens sind bei 
1. Belastung durch H: 
A= do F Aa Xa t Ar Xo T A Eo 
A = — 0,1178 -2,014 - H 4- 0,1178 (— 0,4165 - H) = — 0,286 . H, 


B= ~- 0,1178- 2,014- H — 0,1178 (— 0,4165 - H) = 0,286 - H, 


H, = H — 0,1538 (— 0,4165 - H) — 0,1538 - 1,29 - H = 0,7375. H, 
= 0 -- 0,1538 (— 0,4165 - H )— 0,1538 1,29 - H = — 0,2625 . H. 


u =X, =— 
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2. Belastung durch otm: 
A= 4,16 - g — 0,1178-(— 3,142 9) — 0,1178 -(— 2,07 - g) = 4,286 - g, 
B = 3,1 -g + 0,1178 (— 3,142 - g) — 0,1178 (— 2,07 -g) = 2,974: g, 
H,= 0,1538 (— 2,07 - g) — 0,1538 -2,23 - g = — 0,661 - g, 
H, = H, = — 0,661 0. 
3. Belastung durch P, und P: 
A= 0,573 P, — 0,146 P, + 0,1178 (0,574 P, — 0,2998 P,) 
— 0,1178 (0,3365 P, — 0,3655 P,) 
= 0,6009 P, — 0,1382 P,, 
B= 0,427 P, + 0,854 P, — 0,1178 (0,574 P, -+ 0,2998 P,) 
— 0,1178 (0,3365 P, — 0,3655 P,) 
= 0,3991 P, — 0,8618 P., 
H,= — 0,1538 (0,3365 P, + 0,3655 P,) — 0,1538 (0,403 P, —- 0,235 P,) 
= — 0,1137 P, — 0,0922 P,, 
H,= — 0,1137 P, — 0,0922 P,. 
4. Belastung durch Q: 
4=@ — 0,1178- (— 0,2266 9) 0,1178 - 0,0388 Q = 1,0313 - Q, 
B= 0 + 0,1178 (— 0,2266 Q) — 0,1178 - 0,0388 Q= — 0,0313- Q, 
H,= 0, 1538- 0,0388 Q + 0,1538 - 0,0964 - Q = 0,02076 - Q, 
mm 0.02076 Q. 
Tabelle der Eckmomente und Auflagerdrücke. 


| H g | P, und P Wi | 
At |—-2,78-H | 1159.9g | 0,1655 P, 0,2993 P, 0,0382-Q 
Mn | 2014-E | — 3142-9 — 0,574 P, — 0,2988 E — 0,2266-Q) 
Mar |— 0,85-H — 0,350: -g |— 0,1827 P,40,428P, 0,0624-Q 
Mrr |— 0,4165: — 2,070.9 | — 0,8365 P, — 0,3655 P, 0,0388- Q 
My | 129-H | 23-9 | 0,403 P, 40,235 P, —0,0964-Q 
A |—0,286-H_  4,286-g | 0,601 P, + 0,138 P, 1,0313-Q 
B 0,286-H | 2974.g 0,399- Ż, -0,862 P, '— 0,0313.Q 
H: 0.7375: —0,661-g |— 0,1137 P, —0,0922 P, | + 0,02076 -Q 
H, |—0,2625.-Æ, — 0661-9 |— 0,1137 P, — 0,0922 P, — 0,02076 -Q 


30> 


b) Berechnung der Eckmomente 
und Auflagerdrücke unter Berück- 
sichtigung der Normalkräfte. 

Zunächst bestimmen wir die in- 
folge der Überzähligen und äußeren 
Kräfte in dem System auftretenden 
Normalkräfte. 

Die Stäbe seien mit 1, 2, 3, 4 KR 
(vgl. Fig. 167) bezeichnet; « sei der 
Winkel des Stabes 2 gegen die Hori- 


| 
te 
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zontale, zugleich Neigung des Stabes 3 gegen die 
Es ist: 


dume = 0,382, 
7,85 
7,26 
cos «e = -—— = 0,925. 
1,85 
Es treten die Normalkräfte auf 
1. infolge X, —=1: 
1 1 
N= mg A, 
Na = = * — 0,045, 
Na = — [E = — 0,109 
Na = — = — 0118, 
2. infolge X, = 1: 
N =—}=—0,118, 
u ER a, 
l h 
cosg in 
LEET 
l h 
N, = — = 0,118 
3. infolge X, =1 
Na = 0, 
A e a, 
h 
sin & 
Na = ——; = — 0,059, 
N.,=0 
4. infolge H: 


Na, = N, = Nan = Ng = 0. 
5. infolge g t/m: 
= — 4,169, 
„0 (in der Mitte), 
= — 3,1 -0,925 : g = — 2,87 -9, 
= — 3,1 -g. 


Vertikale. 
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6. infolge P: 


An, =— 0,573 P,, 
Np, = — 0,572 - P, -0,882 = — 0,219 P, in der 


linken Hälfe, 


Npr, , = (— 0,572 P, — P) -0,3882 = 0,163 P, in der 
rechten Hälfte, 


Np, = — 0,427 P, -0,925 = — 0,395 P,, 
Nra, = — 0,427- P,- 


7. infolge P,: 
Nr, = — 0,146 P,, 


Np, = — 0,146 P, -0,382 = — 0,056 P,, 
Np, = — 0,854 P,- 0,925 = — 0,188 P,, 
Np, =— 0,854- P,. 
8. infolge Q: 
Nao =— Q, 


Nga = No = Ng, = 0. 


Wir berechnen nun die Verschiebungen infolge der durch die 


Überzähligen und äußeren Lasten hervorgerufenen Normalkräfte. Es 
ist allgemein: 


ie [ir — [ M, M, ds ZÈ N,N, deZ. 


Das erste Glied der rechten Seite ist bereits unter 1a berechnet. 
Das zweite Glied ist jetzt noch zu berechnen, und zwar ist: 


P Ar, F 
EE 


Als mittlerer Querschnitt werde wieder der des Ständers 1 an- 
genommen, d.h. FF=F.. 


Damit wird 
F' Ei Ei F 
—= 1; — = 0,832; — = 1,25; — = 1,1i. 
F i Fa F; z F, 


+ 
Das Verhältnis S ist zu 0,07 angegeben. 


1 
Für die Verschiebungen ergibt sich somit: 
[aa]y = 0,07 [0,118°-6,5-1 + 0,045°- 7,85 -0,832 — 0,109? - 3,24-1,25 
+ 0,118?- 6,5-1,11] = 0,017 75, 
[b b]y = 0,07 [0,118°-6,5-1 + 0,097? - 7,85 -0,832 —- 0,168? - 3,24-1,25 
—+ 0,118°. 6,5 - 1,11] = 0,0258, 
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[ce]y = 0,07 [0 + 0,1422. 7,85 -0,832 —- 0,059°-3,24-1,25 +0] 


= 0,01022, 


[a b]y = 0,07 [— 0,118? 6,5 - 1 + 0,045 -0,097 - 7,85 - 0,832 


— 0,109 -0,168 -3,24 - 1,25 
— 0,1182- 6,5-1,11] = — 0,0166, 


[ac]y = 0,07 [0 — 0,045 -0,142 - 7,85 -0,832 — 0,109 -0,059 -3,24 - 1,25] 


= — 0,00112, 


[be]y = 0,07 [— 0,097 -0,142 - 7,85 -0,832 — 0,168-0,059- 3,24-1,25] 


= — 0,0091. 

Weiter findet man in gleicher Weise: 
1. Belastung durch H: 

[am]y = [bm]y = [c m]y = 0. 
2. Belastung durch g t/m: 

[am]y = 0,0014- g, 

[b m]y = — 0,0048 - g, 

[e m]y = + 0,0034 - g. 
3. Belastung durch P.: 

[am]y = 0,006 27 P,» 

[b m]y = — 0,0147 P. 

[ce m]y = 0,008 43 P, . 
4. Belastung durch P;: 

[am]y = 0,0661 P,, 

[b m]y = — 0,0830 P,. 

[em]y = 0,0169 P.. 
5. Belastung durch Q: 

[am]y = — 0,0463 Q, 

[b m]x = 0,0463 Q, 

[em]y=0. 


Damit ergeben sich folgende Verschiebungen unter 


rücksichtigung der Normalkräfte: 


A. Verschiebungen infolge der Überzähligen X: 
[aa] = 8,576 -+ 0,017 75 = 8,593 75, 
[b b] = 16,64 + 0,0258 = 16,6658, 
[ec] = 5,702 + 0,01022 — 5,712 22, 
[ab] = — 1,195 — 0,0166 = — 1,2116, 
[a c]— 2,5905 — 0,001 12 — 2,589 38, 
[b dl 3,678 — 0,0091 = — 3,6871, 
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_ [ab] —12124 
[aq 8,59375 OR, 

[ac] 2,58938 5 
[aa] 8,59375 un 


B. Verschiebungen infolge der äußeren Lasten. 
1. Belastung durch H: 


[am] = — 21,125 - H — 0 = — 21,1125-H, 
[bm] = 14,1 -H — 0 = 14,1 -H, 
[cem] = — 14,1 H — 0 = AAA H. 


W 


. Belastung durch gt/m: 
[am] = 18,714 -g + 0,0014 - g = 18,7154-g, 
[b m] = 39,21 -g — 0,0048 - g = 39,2052 -g, 
[em] = — 12,225 -g + 0,0034 - g = — 12,2216 -g. 
3. Belastung durch P: 
[am] = 3,467 P, + 0,00627 - P, = 3,47327 - P., 
[b m] = 6,41 P, — 0,0147 - P, = 6,3953 - P,, 
[em] = — 2,046 P, + 0,00843 P, = — 2,03757 P,. 
4. Belastung durch P,: 
[am] = 1,525 P, + 0,0661 -P, = 1,5911-P,, 
[b m] = 6,58 P, — 0, 


29 


[em] — 1,906 P, + 0,0169 P, = — 1,8891 P,. 
5. Belastung durch 9: 
[am] = 2,24 -Q — 0,0463 -Q = —- 2,1937 -Q, 
[b m] = — 1,27 -Q + 0,0463- = — 1,2237 -Q, 
[em] = + 1,27 -Q +0=-+1.27:Q. 


Berechnung der Verschiebungen des 1- bzw. 2fach unbestimmten 
Systems. Diese sollen hier einmal rechnerisch bestimmt werden. 


[ab] 


Dë. bb] — ga] [a . [ab] = 16,6658 — 0,1412 - 1,2116 = 16,4946, 
[de.1]=[be] — m 2 [ac] =— 3,6871 40,1412 -2,58938=— 3,3215, 
lee, heel ES. [a c] = 5,712 22 — 0,302: 2,589 38 = 4,930 23, 
SM [dc.1] — 3,3215 . a 
[ee.2]=[ee.1] 5577 [0-11 —493028 — Tg ga 3,3215) 
= 4,259 
[Be.1] — 3,3215 


= Sg u. i 
[bb.1] 16,4946 FB 
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1. Belastung durch H: 


Bm.) pm] — E. [am] = 14,1 H — 0,1412 -21,125 - H 
= 11,117 -H, 
[e m. end 2m] =—141 1-H — 0,302 - 21,125. H 
= — 7,72-H, 
Ben = — 7,72. 
[em.2]=[em.1] — [58.1] [bm.1]= — 7,72-H 


-10,202-11,117:-7—=—5,4726-H. 

2. Belastung durch g t/m: 

[bm.1]= 39,205 -g -+ 0,1412: 18,715 - g = 41,865, 

[e m.1]= — 12,2216 -g — 0,802 - 18,715 -g = — 17,87 -g, 
[e m. 2] = — 17,87 -g 0,202 - 41,865 -g = — 9,42 -g. 

3. Belastung durch P: 

[b m. 1] = 6,3953 P, + 0,1412: 3,47 P, = 6,8853 P,, 

[e m. 1]= — 2,037 P, — 0,302 - 3,47 P, = — 3,0876 P,, 

[c m. 2] = — 3,0876 P, + 0,202 - 6,8853 P, = — 1,6976 P., 
4. Belastung durch D: 

[b m. 1] = 6,497 P, + 0,1412 -1,591 P, = 6,72 P,, 


[c m. 1] = — 1,889 P, — 0,302 - 1,591 Pa = — 2,369 P,, 
[c m. 2] = — 2,369 P, + 0,202 - 6,72 P, = — 1,014 P.. 
5. Belastung durch Q: 
[b m. 1]= — 1,2237 Q — 0,1412- 2,1937 -Q = — 0,9139 -Q, 


[e m.1] = 1,27 -Q — 0,302: 2,1937 -Q = 0,5975- Q, 
[c m. 2] = 0,5975 -Q — 0,202 -0,9139 - Q = 0,4129 -Q. 


Mit diesen Verschiebungen ergeben sich nun die Über- 
zähligen X für: s 


1. Belastung durch H: 


_.  [em.2] _ — 5,4726-H _ 
X, =— CA i H, 
bm.1 [Bei], 417. 
= 51 Bi c 16,4946 PP URDEA 
= —0,4155-H, 
x= [am] [ab] x _ [ee] — 21,125-H 
© [aa] ` Geer? Lee 8,593 75 


— 0,1412 -0,4155 - H — 0,302 - 1,286 - H —=2,012- H. 
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2. Belastung durch g rm: 
— 9,42 -g 


Z= 7 eg 
41,865-g . 
N 0202-221 -g= — 2,09-g, 
18,735- 
X, = iesch — 01412-2,09 -g — 0,802 -2,21 -g= — 3,14- g. 
3. Belastung durch P,: 
— 1,6976 P 
O EE 
6,8853 P, , e 
X, = — -gag46  9%202-0,398 P, = — 0,3395 Pis 
. 3,4732 P 
N=— Gzo375 — %1412-0,3395 P, — 0,802 -0,398 P, 
= — 0,569. P.. 
4. Belastung durch P,: 
— 1,014 P, 
= 0,88 P.. 
H 
6,72P, | 
E 0,202-0,238 P, = — 0,361 P,, 
1,591 P, , 
x, =—5 2 n = — 0,1412 -0,361 P, — 0,302 - 0,238 P, = —0,308.P,.. 
5. Belastung durch Q: 
0,4129. 
ER 
_ 0,9139-Q $ 
X, = Ze L 0,202 -0,097 - Q = 0,0358-Q, 
2,1937- 
z, =— ZST E 0,14120,0358- Q+0,302-0,097-Q=—0,221-Q. 


Wir bestimmen nun noch die Momente in den Eckpunkten I 
und III für die verschiedenen Belastungen. 


Wir haben hierfür die Gleichung 
M=M, 4+ Mu X +u, X t HME 
Für das Moment an der Einspannstelle I ist M, = 1; M, =— 1; 
M,=1; für das Moment am oberen Xnickpunkt MI ist M, = 0,146; 
M,=1,318; M, = — 0,461. 


186 Vollwandige Systeme mit geradlinigen Achsen. 


1. Belastung durch H: 


M,=— 6,5 -H -2,012 - H —— 0,4155 - H — 1,286 - H = — 2,7865. H, 
M, = 0-4 0,146: 2,012- H — 1,318 -0,4155 - H — 0,461 -1,286 - H 
= — 0,847 . H. 


2. Belastung durch g t/m: 
H, =0 — 3,14 -g + 2,09 -g -+ 2,21 -g = 1,15 -g. 
M „= 3,85 -g — 0,146 -3,14 -g — 1,818 -2,09 -g — 0,461 -2,21 -g 
= — 0,373 0. 
3. Belastung durch P: 
M, = 0 — 0,569 P, + 0,8395 P, + 0,385 P, = 0,1555 P. 
M „= 0,53 P, —0,146 -0,569 P, — 1,518 -0,3395 P, — 0,461 - 0,385 P, 
= — 0,1775 P,- 
4. Belastung durch P,: 
M, = 0 — 0,308 P, — 0,361 P, — 0,238 P, = 0,291 E. 
M „= 1,06 P,— 0,146 - 0,308 P, — 1,318 - 0,361 P, —0,461 - 0,238 P, 
= 0,432 P.. 
5. Belastung durch 9: 
M ‚= 0,4 Q — 0,221 -Q — 0,0358 -Q — 0,097 -Q = -+ 0,0462 Q, 
M „= 0 — 0,146 -0,221 -Q + 1,318- 0,0358 -Q — 0,461 -0,097 -Q 


= — 0,0596 - Q. 
Tabelle 
der Eckmomente für die verschiedenen Belastungen. 
E | = i -m | 
l | A | à 8 

—27865-H Lig  01555-P, 0,291-P, | 0,0462-Q 
2,012-H | —3,14-9 |—0,569-P, | —0,308-D, | — 0,221-Q 
Fr —0,847-H , —0,373:9 DI bi 0,432-P, | 0.0596-Q 
Mo |—0,4155.H) — 209.9 —03395-P, —0,361-P, 0,0858-Q 
My- 1,286. H 221-9 ` oan pb 0,2838-P, . — 0,097-Q 


c) Aus den vorher ermittelten Resultaten kann man nun die 
größten Momente und Normalkräfte leicht durch entsprechende Ad- 
dition gewinnen. Die Beanspruchung ist in den meisten Fällen aus 
Biegung und Normalkräften zusammengesetzt. Die Spannungen kann 
man berechnen aus der Gleichung: 


N,M N Ne 
=— + — = 
| "Seege: 
oder aus der Gleichung: 
our Ne 
D Fk 


Darin ist e der Abstand der resultierenden Kraft N vom Schwer- 
punkt, e, der Abstand der resultierenden Kraft N vom Kernrand 
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und k der Abstand dieses Kernrandes 
vom Schwerpunkt (vgl. ersten Teil, $ 2, 
Seite 7f.); M, ist das Kernrand- 


moment. 
Die in diesen Spannungsgleichun- 


gen vorkommenden Werte N, e, e, 
kann man sehr übersichtlich gewinnen 


a 
Fig. 169. Stützlinie für g. 
Kräftemaßstab: Lem = 0,85 g. 


Fig. 168. Stützlinien für H. 
Kräftemaßstab: 1 cm = 0,3 H. 


2035h 


20,985 
i 


u, 


Fig. 171. Stützlinie für P,. 


Fig. 170. Stützlinie für P. 
Er ke Ca i Kräftemaßstab: ł cm = 0,3 t. 


Kräftemaßstab: 1 cm = 0,8 t. 
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Fig. 172. Stützlinie für Q. 
Kräftemaßstab: links Iem—=(,1t. 
rechts Icm=03t. 


aus den Stützlinien. Diese sind 
in den Fig. 168 bis 172 für die 
einzelnen Belastungen dargestellt. 
Sie können wie folgt ermittelt 
werden. 

Aus der vertikalen und hori- 
zontalen Auflagerreaktion eines 
Auflagers wird die Resultierende R 
bestimmt; das zugehörige Einspan- 
nungsmoment dividiert durch R 
ergibt die Exzentrizität e von R; 
die danach eingetragene Kraft R 
wird dann der Reihe nach mit 
den übrigen Lasten durch Kräfte- 
und Seilpolygon zusammengesetzt. 

Man erkennt, daß die Stütz- 
linie durch die aus der vorher- 
gehenden Rechnung sich ergeben- 
den Momentennullpunkte gehen 
muß; zur Probe sind die Momen- 
tenflächen eingezeichnet. 

. Aus diesen Stützlinien und 
den zugehörigen Kraftecken sind 
die Werte N und e und, wenn Quer- 
schnitt und Kern bekannt sind, 
auch e, zu entnehmen und die 
Spannungen nach obigen Glei- 
chungen zu ermitteln. 


2.Berechnung unter Verwendung zweier eingespannter 
Balken als Grundsystem. 
Wir wollen den im vorhergehenden behandelten Shedrahmen 
auf eine zweite Art berechnen, indem wir ein anderes Grundsystem 
und die in $8 dieses Bandes erläuterte Rahmenbehandlung anwenden. 
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Die Überzähligen X,, X&,, X, seien die im Scheitel wirkenden 
Momente, Horizontalschübe und Querkräfte (vgl. Fig. 173). Wir be- 
ginnen, wie immer, zunächst mit der Berechnung der Verschiebungen 
des Grundsystems. 

Die Momentenflächen infolge A. X,, X,=1 am Grundsystem 
sind in den Fig. 174 bis 176 eingezeichnet. Es ergibt sich für die 
von der äußeren Last unabhängigen Verschiebungen: 


+725 -524 


ZA de 


Fig. 175. Fig. 176. 


[a a] = 6,5-1- 7,85 -0,665 — 3,24 -2 — 6,5- 1,25 — 26,325 , 


= 
[ad] = LÄRM TEL 
25 = — 108,85, 
1,85 24 
a cej = — 5-7,2 ——— sá 5 jsi. a 
6,5-7,26 3 -7,26-0,665 +3 1,24 -2 
+ 6,5 -1,24 - 1,25 = — 52,03, 
6, ‚85 
er : )+3(2-3+ 9,5)] + 25-3 -3 -0,665 
2 6,5 
je 3-2- ZC [9,5 (2-9,5 +3) 3 (2-3 9,5)] -1,25 
= 657,6, 
‚85 3,24 
CB 5. 2 TAS .7,26.3-0,665 — -1,24-3-2 


SŽ 1,24 (3 +9,5): 1,25 = 261,9, 
‚85 3,24 
[ee] 6,5-7,26° + 7 7,26°-0,665 +, -1,24°-2 


+ 6,5 - 1,24? -1,25 —451,83. 
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Hiermit erhalten wir nun die Festwerte wie folgt: 
[ab] — 108,85 


~ [aa] 26,325 sR 
_ [eq __—52,03 ` 
[aa] 26,325 1a 


[bc.1] = [b ] — ec [a c] = 261,9 — 4,13 - 52,03 = 46,9 , 
[ab] 


[a5] = 657, 6 — 4,13 - 108,85 — 208,1, 


[aa] 
[be.1] 46,9 
~ [bb.1] 2081 Bei, 
be [e] 3 [a c] = 451,83 — 1,98 - 52,03 — 348,8 , 
H 


Für die Belastungszustände Za, än, Xe. ergeben sich nun 
die Belastungsgrößen: 


Kanzel: X... 
e [ad] 
A411: X, = — faa]? X; = 
e hl [ac] [be.1] 
A a=—1: Ee == — [a -. = X 2 = — 
keet ac [a a] Ké? [a a] ce?’ Xas [b ».1] 
Kamila 
Nach Einsetzen der Festwerte wird: 
X a™l. 
X a= 413; X „=l. 
X e= — 4,13 -0,226 + 1,98-1 = — 1,047; X,, = — 0,226; 
X Se 


Die M..o-Fläche ist in Fig. 174 
dargestellt. Um die M,.ı-Fläche zu er- 
halten, lassen wir den Schub X,, = 1 par- 


allel zu X, im Abstande — [t = 4,13 
[aa] 


vom Scheitel wirken (vgl. Fig. 177). 
Tragen wir nun die Resultierende aus 
der Querkraft X,,—=1 im Abstande 


S A =1,98 links vom Scheitel und aus 
[Be.1] 


dem Schub X,, = pi] = — O, 226 


Fig. 177. Meə.1-Fläche. 
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im Abstande — a i = 4,13 unterhalb 
des Scheitels auf, so erhalten wir die in 
Fig. 178 dargestellte M...-Fläche. 

Wir berechnen nun die Größen XZ. o, 
Zu, Za direkt mit Hilfe der M 
M,.ı, M..2-Flächen; denn es ist 


J 

u, y% SC 

bai. re 
a.0 = [aa] o [aa] : | 
X [bm.1] In, Rn: de Ta | 
Anise — , E 
[b v.1] [65.1] | 
e In 
X em] [iad we 


— 
Ca 
Q 
(EZ 

Kc 


o [ee] d 

Für die einzelnen Belastungsarten 

erhalten wir folgende Verschiebungen 
1. Belastung durch H (Fig. 179). 


6,5 y 
[a m] =+- 6,5: H= 21,125- H, | 


Fig. 178. Me.2-Fläche. 
Sp 
HE .H[2 (+5,37) — 1,13] =— 67,6-H, 
[cm.2]— 7 6,5 - H(2-4,06 — 5,535)— — 96,3- H. 
gm 
OO 
> -25,35% 
Fig. 179. 


. Belastung durch gtm (Fig. 180) 


[a m] = 217,11 -g, 
[b m. 1] = — 276,9 -g, 
[em.2] = — 1001,11 -g. 
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3. Belastung durch P, (Fig. 181). 
[a m] = 28,35 P, , 


dm.1]=— 42,4 P,- 
[e m.2] = — 1835,5- P,.- 


NU 


k | 


-363 w 


3,63 e 
Fig. 181. Fig. 182. 
4. Belastung durch P, (Fig. 182). 

[a m] = 66,15 P,, 

[b m.1] = — 59,7 P,, 

[em.2]—= — 290 P,. 

5. Belastung durch Q (Fig. 183). 
[a m] = — 2,24-Q, 


[b m.1] = 5,75 -Q, 
[cem.2] = 10,51 -Q. 


Mit diesen Verschiebungen erhalten 
wir nun für 


1. Belastung durch H: 


- 21,125-H 
Ko ggg Dë E 
—67,6-H 
X,ı= -p01 Tr mbH, 
— 96,3-H i 
ii = — 0.2 >H. 
3382 — 0,285-H 
2. Belastung durch yt/m: 
_ 217,11-g i 
A > = 25. 
S 26,325 ng: 
- — 276,9 -9g 
Xi. = e 
b.i 208,1 1,33 H: 
X. Ese — 1001,11 g 
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3. Belastung durch P: 


Ei NE iron, 
Xs = +20, 
Z= gg HR, 

4. Belastung durch P: 
nm Eur, 
= Zr P, = 0,287- Pa, 
Ku + 086 P,- 

5. Belastung durch Q: 

Xrom = +0.085.0, 
Ké = 0,0278:0, 
X e= ae And. 


Für die Berechnung irgendeiner statischen Größe haben wir nun 
die Gleichung: 
S= So — Kë Kap — SI j Xo — KO Ke DH 
die für die im vorliegenden Falle zu berechnenden Eckmomente 
ergibt: 
M = M, + M, Xaoo + Mii Za AM, 2° Za, 

Die Werte M,, Momente infolge der äußeren Belastung am 
Grundsystem, entnehmen wir aus den Fig. 179 bis 183, die Werte M_, 
M,.ı und M, 2, Momente infolge der Unbekannten am 0O-, 1- bzw. 
2-fach unbestimmten Hauptsystem, aus den Fig. 174, 177, und 178. 

Es ergibt sich für die verschiedenen Belastungsarten: 


1. Belastung durch H: 
M = — 6,5 - H + (— 1)-(— 0,804)- H- 5,37-0,326-H 
-+ 4.06 - 0,285 - H= — 2,786 - H, 
M „= 0 + 0,804- H— 1,13 -0,326 - H -+ 5,535 -0,285 - H = 2,014- H, 
M „= 0 -+ 0,804 - H — 4,13 -0,326 - H — 1,047 -0,285-H 
= — 0,844- H, 
M „= 0 > 0,804 - H — 1,13 -0,326 - H — 2,96 - 0,285 - H 
= — 0,409-H, 
M „= 0 -+ 0,804- H -+ 5,837-0,326. H — 4,43 -0,285 -H= + 1,255-H . 
Pirlet, Statik. II. 2. 13 
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2. Belastung durch gt/m: 


M = — 26,35-9+,8,25-9-+5,37-1,33-9 4,06 -2,96 -g= +1,12, 
M „= — 26,35 -g + 8,25 -g — 1,13-1,33-9-- 5,535 -2,96-g 
= — 3,16-g, 
M= 0+ 8,25 -g — 4,13 -1,33 -g — 1,047 - 2,96 -g= — 0,87 -g, 
M, „= 0- 8,25- g — 1,13 -1,33 - g — 2,96 - 2,96 -g = — 2,04 -9 , 
M „= 0 — 8,25 -g — 5,37 - 1,33 -g — 4,43 - 2,96 - g = —- 2,26 `g. 
3. Belastung durch D: 
M,=— 3,63 P, + 1,076-P, + 5,37 0,204. P, + 4,06 -0,4 P, 
=+ 0,165 P, 
M „= — 3,63 P, + 1,076 P, — 1,13 -0,204 P, -5,535 -0,4 P, 
= — 0,571 -P,, l 
M „= DL 1,076 P, — 4,13 -0,204 P, — 1,047 -0,4 P, = — 0,186 P, , 
M „= 0 + 1,076 P, — 1,13 -0,204 P, — 2,96 - 0,4 P, = — 0,338 P,. 


M= 0 + 1,076 P, -+ 5,37 -0,204 P, — 4,43 . 0,4 P, = — 0,399 P,- 
4. Belastung durch P: 

= — 7,26 P, — 2,51 P, — 5,37 -0,287 P, —- 4,06 - 0,86 P, 

= 0,285 P3, 


I 


M „= — 7,26 P, +2,51 P, — 1,13 -0,287 P, + 5,535- 0,86 P, 

= — 0,301 P,, 
M „= 0 + 2,51 P, — 4,13 -0,28 P, — 1,047 -0,86 P, = + 0,426 P,, 
M, „= 0+ 2,51 P,— 1,13-0,28 P, — 2,96 -0,86 P, = — 0,365 P,, ` 


M,=0- 2,51 P,- 5,37-0,28 P, — 4,43 - 0,86 P, = + 0,245 P,. 
5. Belastung durch Q: 
M,= 0,4 -Q — 0,085 -Q — 5,37 - 0,0276 -Q — 4,06 - 0,0311 -Q 
= — 0,04-Q, 
M „= 0 — 0,085 -Q + 1,13 -0,0276 -Q — 5,535 -0,0311 -Q 
= — 0,226-Q, 
M = 0 — 0,085 -Q E 4,13 -0,0276 -Q —- 1,047 - 0,0311 -Q 
= — 0,062 Q, 
M „= 0 — 0,085 -Q -+ 1,13 -0,0276 -Q -+ 2,965 - 0,0311 -Q 
= -0,0382 -Q, 
M „= 0 —0,085 -Q —5,37 - 0,0276 -Q -4,43 -0,0311 -Q=—=—0,0955 -Q. 
Die Größen der Eckmomente sind in folgender Tabelle zu- 
sammengestellt. 


| I 
| a | sm | R | R | e 
M, |-2786.8 | +112:9 | 0,165-P, | 0285-2, | 0,04-.Q 
Mn |+2014B | —316:9 `| —0,571-B, | -0,801-B, | —0,228-Q 
Mrr |—0844.H | 037.9 | —0186-B, | 0,426-P, | 0,062-0 
Ma —0,409-H | —2,04-9 | —0,338-P, | — 0,365-P, 0,088-Q 
A |+195.B | +2.26-9 0399-2 | 0245-P, | — 0096-0 


§ 11. Rechenbeispiele. 195 


Beispiel I. 
Es soll der in Fig. 184 dargestellte Träger mit oberen und 


unteren Einspannungen an den Mittelstützen berechnet 
werden. 


A 


Ñ 


i 
t 
1 
i 
) 
H 
H 
1 
! 
H 
i 
1 
H 
H 


t 
1 1 
—— =6.0m —— 1,-8,.0m —— 1,- 60m— 


Fig. 184. 


Das vorliegende System ist symmetrisch. Wir wollen daher hier 
ähnlich vorgehen wie in § 10 beim symmetrischen Rahmen und die 
Rechnung auf folgende zwei Arten durchführen: 

Erstes Verfahren: Wir legen ein statisch bestimmtes Grund- 
system zu Grunde; da das System fünffach statisch unbestimmt ist, 
erhalten wir fünf Unbekannte, die aus fünf Gleichungen zu er- 
mitteln sind. 

Zweites Verfahren: Wir wählen als Hauptsystem einen beider- 
seits eingespannten Rahmen mit zwei anschließenden einfachen Balken. 
Da die Beanspruchungen dieses dreifach statisch unbestimmten Haupt- 
systems nach $ 9 bekannt sind, haben wir nur noch zwei Unbekannte 
zu berechnen. 

In beiden Fällen sollen durch Ausnutzung der Symmetrie Ver- 
einfachungen der Gleichungen erstrebt werden. 


1. Erstes Verfahren. 

Um das fünffach statisch unbestimmte System in ein statisch 
bestimmtes Grundsystem zu verwandeln, legen wir fünf Gelenke 
ein (vgl. Fig. 185), und zwar je eins an den Füßen der Stützen k, 
an den innern Enden der Außenriegel Z, und in der Mitte des Rie- 
gels l}; dieses Grundsystem ist ebenfalls symmetrisch. 
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Die durch die Gelenke entfern*en fünf Einspannungsmomente stellen 
die Überzähligen dar. Wir bereshnen jedoch als Unbekannte nicht die 
Überzähligen selb»t,sondern Gruppen dieser, und zwar wie folgt (Fig. 185): 

X, sei das Moment in der Mitte des Riegels ],. 

X, sei die Gruppe zweier gleichen uni in gleichem Sinne wir- 


kenden Momente an 


den Riegeln 2,. 


X, sei die Gruppe zweier gleichen und in gleichsm Sinne wir- 


kend:n Monente an 


Xa 


dan Stäaderfüßea. 


sei die Gruppe zweier gleichen, abər in ungleichem Sinne 


wirkenden Momente an den Ri»geln l. 
X, sei die Gruppe zweier gleichen, aber in ungleichem Sinne 


wirkenden Moment: 


an dan Stützenfüßen. 


Die Gieichıng:n der Unb>kannten lauten allgemein: 


[aa]-X,+l[ab]-X, t [ae]. 
[ab]: X, + [08]: X, + [be]. 
[ae|-X, +[dei-X, Lei, 
[ad|-X,+[da]-X, +[ed]- 
joe, E, Fei: Ziel: 


Wir werden später erk:naen, 


X, +jad|-X, + [ae]: X, = — [am]. 


X. (b d|- X, +b e]-X, = — [b m}. 
Z tcd- X, + [ee]: X, = — [em]. 
X,+ [dd] X, +de] X, = — [am]. 
X, +[đe]-X;ı + lee] -X, = — [em]. 


wie sach diese tleichuıg:n infolge der 


Wahl der oben genannten Uıbskanatsn weseatich vereinfachen. 


Bezüglich der Vorzeich 


ən soten folganle Ragela gelten: Mo- 


mente sind positiv, wenn sie die R egei nh oben hohl, bzw. die 
Ständer nach inıen hohl verbiegen. Die Normalkräfts sind als Zug- 
kräfte positiv, als Druckkräfte negativ. 

Zur Berechnung der Koeffizienten der X bestimmen wir zu- 


nächst die Momentenflächen d 


as Grundsystem;s infolge der Belastungen 


X=1; sie sind in Fig. 186 bis 190 dargestellt. 


. 187. M,-Fläche. 
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Z 
— A —> 


rig. 189. My-Fläche. 


Fig. 190. M,-Fläche. 


Damit lassen sich die Koeffizienten der X leicht angeben. Es 
gilt allgemein die Cleichung: 


P ds 
[ik] = fam, EJ’ 
wenn wir der Einfachheit halber wiederum die Normal- und Quer- 
k:äite vernachlässigen. 
Wir multiplii ren diesen Wert mit EJ, und schreiben für 
EJ,[:k] einfach [i4]. 


, & 
[iR] =f um, > 


Di ser Summenau:druck wird in gevohnter Weise an Hand der 
Momentirfächr (Fis. 186 bis 190) ausgewertet. Es handelt sich 
um geradlinig begienzte Momenterflächen und gerade Strecken s, so 
‘daß wir die im $ 1 angegebenen Formeln für die Integration ver- 


winden können. Wir :chreiben dabei: EE und finden damit 
folgend: Koeffizienten der X: 
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2# 

[aa] =l 5 = 24 
Lë Lé 
a Hr, 

2 p 
dl DE 


Lé 14 
ai Dh 4687, 


eg 
[ee =2K + -5 = DOEN, 


[ad] =0, 
[ae] =0, 
A 
Béis z8, 
[bd] =0, 
[be] = 0 
[cd] = 0, 
Gë? 


, 
GA 


[a] =+ $= 26T , 
Die von der äußeren Belastung abhängigen Verschiebungen des 
Grundsystems sollen für folgende verschiedene Fälle berechnet werden 
1. !, links mit p, t/m belastet (Fig. 191), 
2. l mit p, t/m belastet (Fig. 193), 
3. I, rechts mit p, t/m belastet (Fig. 192), 
4. Horizontalschub H am oberen Riegel (Fig. 194). 
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Fig. 194. 


Bei Belastung eines der äußeren Riegel !, erstreckt sich die 
M,-Fläche nur über diesen belasteten Teil (l,) des Systems. Bei 
Vollbelastung des mittleren Riegels mit p, t/m erstreckt sich die M,- 
Fläche in der in Fig.193 angegebenen Form über den betreffenden 
Riegel und die Ständer. Bei einem Horizontalschub H von rechts 
nach links erstreckt sich die M -Fläche über die Ständer und den mitt- 
leren Riegel (Fig. 194). Die Verschiebungen sind also: 


1. l links belastet (Fig. 191): 


[am]—=0, 
LA L°- 
[bm] Feat? u ~ + 9,0p,> 
[em] —=0, 
ARE 
im] — + au = 907, 
[em] = 0; 
2. Feld l, belastet mit p, t/m (Fig. 193): 
Dëss Zem W{—-l)=—14937,, 
lo K 
[dm] = # 2 = H 128 pa» 
Palk 
[Lm] =— > 5 btp. 


[dm] = [em] =0; 
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3. Feld I, rechts belastet mit p, t/m (Fig. 192): 


[am] =0, 

Dad =p BACH E T 
[em] =0, 

[dm] = Alla = HI DA, 
lem Los 0; 


4. Belastung durch H (Fig. 194): 
[am] = [bm] = Dag ==; 
H-h-l 


[im = Et 05, 


el (x 4r) =—800 F. 
Berücksichtigt man die vorhergehenden Ergebnisse, wonach eine 


Reihe von Koeffizienten der X zu 0 werden, so ergibt sich fo.gendes 
System der Elastizitätsgleichungen: 


X [aa] + X, [ab] + X, [ac] = — [am , 
2 [0] +. 2,22] +2. — [pn], 
X bi X, [be] + X [ec] = — [em], 
x [ad] +X béi — [dm], 

X,lde] + Z, [ee] = — [em]. 


Wir haben also zwei voneinander unabhängige Gleichungssy: teme, 
und zwar ein System mit den Unbekannten Xas Xp: X, und ein Sy: tem 
mit den Unbekannten X, und X,. 

Die Auflösung der Gleichungen ist also sehr einiach. Be- 
[ik .»] 
Li 
so ergeben sich bei Anwendung des im I. Teil, $ 13, angesebenen 
Lösungsverfahrens die folgenden Ausdrücke: 


zeichnet man die Festwerte allgemein mit Fip voF,=— 


= Ven ck Bb 
DEENEN 
Ga e T 

D E N X, 
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BEER... ERDE. 
Së [ea] ' 8° 
Fo [ac] a 
E [aa] 3 
[bb .1] = [bb] + F,, [ab] = + 9.83. 
[be .1] = [be] + F, [ac] = — 0,267, 
Lee. 1] = [cc] + EF. [ac] = — 13,33, 
ERBE: BEER: 
Se" DATS, 
[ce.2] = [cc.1] + F,.[dbe.1]=+ 12,58, 
de 
E EE 


[ee. 1] = [ee] + Fe [đe] = 49,6. 
Für die einzelnen Belastungen findet man weiter: 
1. Feld I, links belastet mit p, t/m: 
(hm. 1] = [bm] + F, [am] = -+ 9.0 p,» 
[em.1]= [cm] + F, [am] = 0, 
[cem.2] = lem 1] + F, [bm . 1] = -+ 2,57p,, 


: 2,57 
= 19559 0204p, 
- 9p e i e 
X, =— 5.58 — 0,285 -0,204 p, = — 1,02 p,» 
X, =—0 +$(— 1,02) p, —3(— 0:204) p, = — 0,612 p,, 
[em.1] = 0 — 0.4 - 9,0 p, = — 3,69, ; 
— 3,6 
X, =— = 7% 
e me PTM, 
9p ap 
Kg 040072 p, = 1,887, 


Hieraus ergeben sich beliebige statische Größen $ nach der 


Gleichung: 


S = Do ur + Se’ Xe T Saa T BE 
Für die Momente an den in Fig. 195 angegebenen Stellen nehmen 


die Multiplikatoren 
D. S,... die aus den 
Fig. 186 bis 190 zu 
entnehmenden ein- 
fachen Werte an 
(durchweg 0 oder 1). 
Man erhält somit die 
nachstehenden Glei- 
chungen: 


e Kë r Kee Kies 
H H 1 


174 


LO 
CH 
(EZ 
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M, =1-X%, +1- Ba BA 


M „=1-X, + 1-Xa i 1: Z, = — 1,92 Da 
Mu X, —1-X, -H 1-X, = 0,48 p,- 

M p= 1-X, +1- X, = — 0,134 p, 
M,=1-X,=— 0,612 p1, 


M „= M,- 0,4 M= 3,55 p, . 


2. Feld LG mit p, tjm belastet: 
[bm .1] = 128 p, —3-149,3 pa = 28,5 Pa ; 


Jeng. 1] = — 64 pa — 3 (— 149,3 pa) = — 14,2 Ba 
[em. 2] = — 14,2 pa + 0,285 - 28,5 pa DL p3 
— 6,1 i 
Wa = "e a = E ER) 
X, 12,58 2T] aii: 
EE 
a, 9,33 am H Ds H Pas 
— 149,3 2 1 , 
Kee E ie, 
X, z1 43 ‚91p, 3 0,486 p, Pa 
[em.1]=0, [dm]=0, 
Ess As DÜ. 
Mit diesen Werten erhält man für die gesuchten Momente: 
M, =1-X, 112% ——291:p,, 
A Me t 1X, +1 art AER Bes 
Mu Mirt tX t 1X, —12%,=—0,97-.2, 


M, „= 1-X, + 1-X, = 0,486 -p,, 
M,‚=-+1-X, = + 412-9: 


M p =0,4- M, =— 1,16 -p,. 
3. Feld 7, rechts mit p, t/m belastet: 
„= — 0,612 -p, ; 
X, = — 1,02-p,, $ wie bei 1, 
X, = — 0,204-p, j 
X= LBB } wie bei 1., 
X, = — 0,072 -p,; j nur mit umgekehrtem Vorzeichen. 


Mit diesen Werten erhält man: 
M,—=1-X%,—+1-X,=0,36:-p,: 
M,„=1-2X,+1-X,+1-X,= 0,696 -p, ; 
Mur 1 X, —- 1X, + 1-X,= 0,336: p, 
M, „= 1-X, + 1-X, = — 0,276 -p,, 
M,=1-X,—=—0,612-p,, 

M „=04-M, = 0,144 p, . 
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4. Horizontalkraft H (von rechts nach links): 
Zeh-xy-0, 


[em ..1]= — 80,0 H--0,4-8,0 H= — 76,8-H, 
S — 76,8 H en 
KA Ta Sege, 
8 


leng 0,4-1,55) H= DDR. H, 
Mit diesen Werten erhält man: 


M,—1-X,—=--0,58-H, 
M„—=1-2,+1-2,+M, =— 087-H, 
Mal, Mi 145-H. 
M„=1X,—-1,55-H, 

M,—=0, 


M „=0,4:-M,=0,23-H. 
Bei Horizontalschub von links nach rechts haben die Momente 
umgekehrtes Vorzeichen. 


Anmerkung: Bei anderer Belastung der Riegel sind die Werte 
[am] usw. nach den Formeln des $ 1 zu ermitteln. 


2. Zweites Verfahren. 
Als Grundsystem wählen wir den bereits früher (s. $ 9) be- 
berechneten dreifach statisch unbestimmten eingespannten Rahmen, 
und als überzählige Größen die Einspannungsmomente der äußeren 


Fig. 196. 


Riegel. Als Unbekannte bleiben dann aus dem ersten Verfahren die 
Gruppen X, und X,, die wir hier mit X, und X, bezeichnen (Fig. 196). 
Zur Ermittlung der Koeffizienten der X, [ab], [aa], [bb], und der 
Absolutglieder [am] und [bm] ist zunächst die M,- und M,-Fläche 
darzustellen. 

Die A Fläche ist die Momentenfläche für die Belastung X, = 1, 
dh für je ein Moment +1 an den oberen Ecken des Rahmens 
(s. Fig. 197). Infolge der Momente X, = 1 entsteht an den äußeren 


Auflagern der Riegel ein Auflagerdruck v--, wodurch die H 
E 
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Fig. 198. 


Fläche über diesen Riegeln als einfache Dreiecksfläche gegeben ist. 
Um die M,-Fläche über dem mittleren Riegel und den Ständern zu 
finden, ermittle man die Momente M, bis M,, des eingespannten 
Rechteckrahmens, der mit den Momenten 1 an den oberen Ecken 
des Riegels belastet ist, nach den Formeln Tabelle XI, 10. 


Da n—=(60--1)(w®—-2)_ist, findet man: 


M Iw+3+5w—1 1 

mm 2 n af?’ 
Mi11o+130-+4 2 

A I 


Darin ist = 


Hiernach läßt sich die M -Fläche zeichnen (Fig. 197). 
Das Moment — 1 rechts und — 1 links infolge X, = 1 (Fig. 198) 


ergibt am rechten und linken Riegel wiederum je ein Dreieck mit 
der Endordinate — 1 bzw. +1. 


Für den mittleren Rahmen findet man nach Tabelle XI, 10: 


y _ M5o—1-70+3 1 

AER n Gei" 
M130+44— 11 1 

Me Te 


2 n p go LI i 
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1 

Mu=Tgori’ 
1 

Tat 


Hieraus ergeben sich die Koeffizienten der X: 


2 
A A ee 
[aa] 3 Lt z 788., 
[at]=0, 
2 pih 6 w 
Dk th gopr 


Die Absolutglieder berechnen wir nach den Gleichungen: 


J, 
[am] = [mm ds, 


[bm] = [um ds a : 
Das Hauptsystem ist hier 3fach statisch unbestimmt. Seine 
Beanspruchung durch X, =1 bzw. X, = 1 ist durch die Momenten- 
flächen (Fig. 197 und 198) gegeben. Die Belastung P „, welche die 
Momente M, erzeugt, braucht nicht am 3fach statisch unbestimmten 
System anzugreifen; man kann sie vielmehr an irgendeinem, und 
zwar innerhalb gewisser Grenzen beliebigen, statisch bestimmten 
System wirken lassen. Dies ist früher (s. 1. Teil, S. 42) des näheren 
erörtert worden. 
Als statisch bestimmtes Grundsystem wählen wir das in Fig. 199 
gezeichnete, wo der obere Träger aus drei Einzelbalken besteht. 


Fig. 199. 


13 
[am] — #2 = 9,0-p, > 


4 
2. Belastung des mittleren Riegels mit p, t/m: 
ak? g 3 s 
[am] = 2.2 25,6 -Pas 


[bm] =0. 
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3. Belastung des linken Riegels mit p, t/m: 


L8 
[am] D 9,0- p3» 
y3 
[bm] = — un = — 9,0 p,- 


4. Horizontalschub von rechts nach links = H (Fig. 200): 


Damit sind alle Koeffizienten der Elastizitätsgleichungen be- 
rechnet und wir haben letztere jetzt nur noch aufzulösen. 
Die Elastizitätsgleichungen lauten, da [ab] =O ist: 


X, [eaa]=— [am], 
X, [bd] = — [bm]. 
Also wird: , 
[am] 
a] 
und 
S 
X, =— Tej e 


Haben wir X, und X, ermittelt, so ist jedes beliebige Moment: 
U =M, MX, + MU. 
In diesem Falle ist M, naturgemäß das Moment am dreifach 


statisch unbestimmten System. Alle Werte M, können wir aus den 
früher angegebenen Formeln des Rechteckrahmens errechnen. 


1. l, links belastet mit p, t/m: 


9,0 
Ku nun 
å 3,51 1,02 p4, 
8 9,0 ` 
A, == — SE = — 1,38 p, . 
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An den in Fig. 195 angegebenen Stellen sind die Momente: 


M=1X,+1X,=—2,4p, 
de 
M,= ae 6 wœ - q = — 1,92 p,, 
1-5) +( a) RR 
1 1 
we a u Pre el 
o 
ere tee HS ëes 
A D MIr Maes e A Da, 
2. Belastung des Feldes L mit p, t/m 
25,6 
X, = 38 = — 2,91 p, 
X, =0, 
M, =1-X, + 1-X, = — 2,91 Da, 
w - Pol EE 
(Bas ESCH o2 iki 
2 SL 1 
te Feen EK aa 
Yin | 3) Ka 6 @+2 278 
1 Pola 1 
u re ae aope T n 
Pato 
M, =- 5 tee, 
M „= 094 Hz 1,16 Ba, 
3. Belastung des Feldes l, rechts mit p, bm 
9,0 
ee T ën 
9,0 
Aas? CR Wee 
M=1-X,+1X,=--0,36p,, 
o = 
I = 2 = ‚696 pis 
My ur re ch +0 Pi 
—2 1 wer 
a T 
1 1 S 
Me en h= — 0,277p,; 


w+2 ° 6w—+1 


208 Vollwandige Systeme mit geradlinigen Achsen. 


o 
®--2 
M „=0,4 M, = 0,144p,. 


a 


= — 0,61 p. 


r 


4. Horizontalschub H von rechts: 


X, =0, 
3,79 Ke 
=> .H = + 0,58-H, 
rees Eu 
M,=1-X, =- 0,58- H, 
6 w H-h 3w 
E —— = — 0,87- H, 
Ju —1 % 2 Gol U 
1 H-h 3w S 
Maestzb: SE 1,45-H, 
1 , RA 30-1 
Mie 6o 1 2?! 2 6w+1 RE LA 
M,—0, 


M,„=0,4-M,— 0,232-H. 


Für andere Belastungen lassen sich die Werte [am] und [bm] 
leicht nach den in $1 und in der Abhandlung über den Rechteck- 
rahmen angegebenen Formeln berechnen. Die Unbekannten und Mo- 
mente sind also in derselben Weise wie im vorhergehenden Falle ohne 
Schwierigkeit anzugeben. 

Um den Einfluß jeder beliebigen Belastung auf die in Frage 
kommenden Momente zu ermitteln, zeichnen wir nunmehr die Ein- 
Außlinien. 


1. Einflußlinie für X,. 
Es gilt die Gleichung: 


Die X,-Linie ist also proportional der Biegungslinie des oberen 
Riegels für die Belastung X, =1. 


Nach den Ausführungen des $ 1 berechnen wir [am] mit P=1 
nach der Gleichung: 


z2 
Rn] LU, e H: el, 


Anmerkung. In den nachfolgenden Tabellenrechnungen bedeuten M, 
und M, die an den Enden des jeweils betrachteten Balkens wirksamen Mo- 
mente der M,-Fläche (Fig. 197) bzw. der M,-Fläche, und zwar ist diesmal, 
abweichend von den Annahmen in $ 1, M, das Moment am rechten Ende 
und M, das Moment am linken Ende; um die Formeln des $1 verwenden 
zu können, sind dann natürlich die Werte é von links zu messen. Die 
Werte c, und c, sind aus Tabelle IT zu entnehmen. 
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[aa] hat den Wert 8,8. 
Z E Je äs, NM Let X 
I 6 | ke Sr "Sg | G Se T Vaia a 
(al e 0,099 0,594 — 0,0675 
02 | 6 0,192 1.153 — 1,131 
0,3 6 0.273 1,638 — 0.186 
i 0,4 6 0,336 2,015 — 0,229 
re] 05 6 0,375 2,250 — 0,255 
0,6 6 0,384 2,305 — 0,262 
0,7 6 0,357 2,140 — 0,243 
0,8 6 0,288 1,730 — 0,197 
U 09 6 0,171 1.026 — 0,117 
0,1 10,66 0,162 1,730 — 0,197 
02 10,66 0,288 3,070 — 0,348 
L IJ us 10,66 | 0,978 4,030 — 0,458 
| 0,4 10,66 | 0,482 4,610 — 0,525 
0,5 1066 | 0,450 4,800 — 0,545 
Die X,-Linie ist symmetrisch. 
Einflußlinie für X, (vgl. Fig. 198): 
bm 
nn] 
m 
[Lb] = 6,53 
ps | | | 
CH | aM > aM Me X, 
j | | j 
0,1 gp l z 0,099 | 0,099 | —0,091 
02 u 0,192 | 0,192 | — 0,177 
0,8 b0 l = 0,273 | 0,273 — 0,251 
04 6,0 = 0,336 0,336 — 0,308 
h 305 6,0 — 0,375 0,875 — 0,343 
links | 0,6 6,0 = 0,334 0,884 | — 0,358 
0,7 6,0 ge 0,357 0,357 | — 0,397 
0,8 6,0 = 0,288 0,288 — 0,266 
0,9 6,0 = 0,171 0,171 | — 0,157 
0,1 10,66 0,162 | — 0,094 0,068 | — 0,111 
0,2 10,66 0,273 | —0,82 | 0,091 | — 0,148 
0,3 10,66 033535 — 0259 | 0,079 — 0,129 
0,4 10,66 0364 | — 0318 | 0,046 | — 0,075 
L 305 10,66 0,355 ` — 0.355 0 | 0 
0,6 10,66 0,318 —0364 | —0,046 | -0,075 
0,7 10,66 0,259 — —0,338 | —0,079 | -0,129 
0,8 10,66 0,182 | — 0,272 — 0,091 | —0,148 
0,9 10,66 0,094 | —0,162 —0068 | +011 
0,1 6,0 — 0,171 ER — 0,171 0,157 
0,2 6,0 — 0,288 = — 0,288 | — 0,266 
03 6,0 | — 0,357 — | =035] | -40,327 
0,4 6,0 į —0,384 — | —0384 | 0,353 
Lk ] 0,5 60 | —0,875 Se | — 0,875 | -0,343 
rechts | 0,6 60 | — 0,336 == | Do 0,308 
| 07 6,0 — 0,278 — 01-093 | 0,251 
0,8 6,0 — 0,192 — | —0192 | +0177 
Log 6,0 — 0.099 — 1009 | -0091 


Pirlet, Statik. II. 2. 
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Die Einflußlinie für M, (s. Fig. 201) ergibt sich aus der Glei- 


heng M= +. 
Man addiere also für jeden Punkt die Ordinaten der X,- und 
X,- Linie. 


Linkes Feld I, Feld l, | Rechtes Feld Z, 

ZS M; Mr M; 
0,1 — 0,158 | —0,308 | 0,040 
0,2 —0308 = —0,496 -10,069 
0,3 — 0,437 — 0,587 | 0,084 
0,4 — 0,537 — 0,600 | 0,091 
0.5 — 0,598 — 0,545 | 0,088 
0,6 — 0.615 —0450 | Long 
0,7 — 0,570 0329 | Jones 
0,8 — 0,463 — 0,200 | 0,046 
0,9 — 0,274 10 —0086 | 0,024 

My-Linie 

Fig. 201. 


Die Einflußlinie für M, ergibt sich nach der Gleichung: 
AA +5%,+%52% S 

Um die Ordinaten der M -Linie zu finden, addiere man also die 
Ordinaten der M „Linie zu den mit 3 multiplizierten Ordinaten der 
X,-Linie und den mit 35 multiplizierten Ordinaten der X,-Linie. 

Die M „„-Linie erstreckt sich nur über den mittleren Riegel, und 
zwar ist sie die Einflußlinie für das Moment, das beim einfachen Recht- 
eckrahmen mit II bezeichnet ist. Die Ordinaten findet man auf die- 
selbe Weise, wie die von X, und X, indem man für den eingespannten 
Rahmen nach $ 9, Fig. 132 (S. 124) die M,,..- Fläche des Riegels (hier ?,) 


ermittelt (man findet A... — 1 und KE vgl. 


Fig. 202) und dazu die Biegungslinie rechnet nach den Formeln: 
Lë 
Muar EN (e; M, + ca Ma) (Fig. 202) > 


darin ist: 


afa 
o (lo ee E1) 14,8 (vgl. $ 9, GL 99). 


Man kann auch, statt die Einflußlinien zu addieren, die Mo- 
mentenflächen addieren, zu denen diese Einflußlinien die Biegungs- 
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linien darstellen, und zu der so gewonnenen kombinierten Momenten- 
fläche die Biegungslinien zeichnen, Wir addieren also die durch R 
dividierte Momentenfläche Fig. 132 mit den Endwerten 1 und 0,43 


DU al, die Momentenfläche infolge 5 iia und 
Ə ja 
die Momentenfläche infolge ETH Die Ge- 
1 
samtmomentenfläche hat die Werte: i 
Linker Riegel 1: 
Links: 0. 
Rechts: — 0,0682 — 0,145 = — 0,2132. 
Mittlerer Riegel 1 
Links: En 0,0682 S 0,145 eo: 0,2484 
a Tu 
0,43 3, 18 
R 1 — = 5-— = 0,0665. 
echts: — zz g — 00682-5 4 0,145 -7g = 0,0665 


Rechter Riegel l: 
Links: — 0,0682 -+ 0,145 = 0,0768. 
Rechts: 0. 
Die Biegungslinie zu dieser Momentenfläche, die sich mit Hilfe der 


Tabelle IT nach der Formel +(e, M, +6, M,) leicht ermitteln läßt, 


ist die Einflußlinie für M,.— Die Resultate sind in nachstehender 
Tabelle zusammengestellt und in Fig. 202 aufgetragen. 


& Linkes Feläl,, Feldl, | Rechtes Feld Z, 
0,1 —0,126 | —088 | 0,079 
0,2 — 0244 |  —0,528 -L 0,133 
03 — 0349 | —0758 0,165 
0,4 — 0430 | —0802 | 017 
05 — 0480 | —0789 -L0,173 
0.6 — 0491 | —0818 Jos 
0,7 — 0,456 041 | 0136 
0.8 — 0,368 — 0,305 | -40,088 
0,9 — 0,219 011 | 0046 

Mgr- Linie 
Fig. 202. 


14* 
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Die Einflußlinie für M,, ergibt sich aus der Gleichung 


Mn = Mm — 5 154 
oder aus der Gleichung 
M ir HA 
Man findet die in der folgenden Tabelle zusammengestellten 
Werte (s. Fig. 203). 


| Linkes Feld 1. Feld} | Rechtes Feld I, 

Z | e Mur Mr 

0,1 — 0,032 — 0,075 | 0,088 
0,2 — 0,064 — —0,132  —0,064 
0,3 — 0,088 016 | — 0,081 
0,4 —0,107 — 0,198 + 0,087 
0,5 018 | —0,184 | 0,085 
0,6 20123 | —0168 — 0,075 
0,7 018 | — 0,142 — 0,061 
0,8 — 0,095 — 0,104 | —-0,048 
0,9 — 0,055 — 0,056 0,022 


My Linie 


Fig. 203. 
Die Einflußlinie für M, ergibt sich aus der Gleichung: 
Mp = Mro t5 — 15 Za, 
Die M „Fläche ist hier die Momentenfläche des Momentes M, 
des einfachen Rahmens (vgl. § 9, Fig. 128); sie hat für den oberen 


Riegel die Endwerte: W, = — 0.452 und M, = — 0,056. Diese sind 

zu dividieren durch 

a 226-1) 
150-2603 

Zu dieser Momentenfläche addieren wir die Momentenflächen für 


LL. t i í 
8 = — a o 2331 fü = — Le EES 
X 0,0227 und für X, 19 DG 0,00805 und 


= 10,55. 


finden folgende Endordinaten: 
Linkes Feld [!.: 


Links: 0. 
Rechts: — 0,0227 + 0,00805 = — 0,01465: 
Mittleres Feld |,: 
0,056 3 18 
a = NIT er: = s 
Links: 1055 3 0,0227 + 15 0,00805 — 0,0007 
Rechts: 0452 _3 0,0997 — 12.0,00805 — 0,0213. 
1055 5 19 
Rechtes Feld L: 
Links: — 0,0227 — 0,00805 = — 0,03075 . 


Rechts: 0. 
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Die Biegungslinie zu dieser Momentenfläche ist die M,-Linie 
(vgl. nachstehende Tabelle und Fig. 204). 


Linkes Feld l, Feld I, Rechtes Feld I, 
$ Mrr ! Uzr Mur 

0,1 — 0,009 j — 0,022 — 0,032 
0,2 — 0,017 ; — 0,044 — 0,053 
0,3 — 0,024 — 0,062 — 0,068 
0,4 — 0,029 — 0,076 — 0,070 
0,5 — 0,033 — 0,085 — 0,069 
0,6 — 0,034 — 0,087 — 0,062 
0,7 — 0,031 — 0,081 — 0,050 
0,3 — 0,025 — 0,065 — 0,035 
0,9 — 0,015 — 0,039 | — 0,018 

My Linie 

Fig. 204. — 


M,„-Linie: 
Nimmt man die Endmomente M, und M, des mittleren Riegels 
als gegeben an, so kann man schreiben: 


Ar In. + Ma 


Hier ist Mọ die Set des als einfacher Balken auf zwei 
Stützen zu betrachtenden mittleren Riegels. Die M,/-Linie ist das 
Spiegelbild der M ‚-Linie. Addiert man also die Ordinaten der Mọ- 
Linie des einfachen Balkens zu den halben Ordinaten der M,- und 
M „Linie, so erhält man die M -Linie für das Mittelfeld. Im Äußen- 
feld sind die Ordinaten =? der "Ordinaten der X,-Linie, denn es gelten 
für M, und M, bei Belastung der Endfelder die Gleichungen: 


M,— 


DE a tiD. H. = 5X, „il: 
Da nun bei Belastung der Endfelder A ro™= ist, so wird 
M,=3X,: 


Die Ordinaten der M, ETAN sind in nachfolgender Tabelle zu- 
sammengestellt (vgl. Fig. 205). 


Linkes Feld } | Feld GC ` Rechtes Feld } 

> Mr | Mr Mr 

0,1 — 0,041 | + 0,138 — 0,070 
0,2 — 0079 | 0388 | —0118 
0,3 — 0,112 | 0,588 | —0,146 
0,4 —0138 |  --0,890 — 0,157 
0,5 — 0153 | +271 ı —0153 
0,6 — 0,157 0890 | —0,188 
0,7 — 0,146. | 0,588 |  —0,112 
0,8 — 0,118 | 0,383 — 0,079 
0,9 — 0,070 | 0,138 — 0,041 
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MgL nie 


Fig. 205. 


Die M ‚Linie im linken Endfeld kann man berechnen nach 
den Gleichungen: 
Mä: NM, für Belastung im Mittelfelde und Feld I, rechts, und 
—=0,4-M,+ Man für Belastung im linken Außenfelde. 


Die M „o Linie ist die des einfachen Balkens. Man findet also 
die Ordinaten der M -Linie wenn man im Feld L links die mit 
0,4 multiplizierte M -Linie zur M „Linie addiert, in den anderen 
Feldern ist die Ordinate der M -Linie das Q,4fache der Ordinate 
der M,-Linie (vgl. nachfolgende Tabelle und Fig. 206). 


Linkes Feld I, | Feld, | Rechtes Feld L 
z ] 
7 Mrr i Mrr | Mrr 
0,1 | 10297 |  —0,123 | 0,016 
0,2 0597 | —0198 | 0,028 
0.3 0905 | —0235 | 0.034 
0,4 1225 —-0M0 | 0.036 
‘05 0961 0218 | 0.035 
0.6 10714 | —0.180 0.032 
0,7 02 |  —0132 | 0.026 
0.8 1025 | —0080 | 0,018 
0,9 10130 | —00 | 0,010 


Anmerkung: Bei der Berechnung der X,-Linie kann man, wenn die 
M,-Fläche gegeben ist, die Biegungslinie auch nach dem Mohrschen Satze 
als Momentenfläche zu der als Belastung gedachten M,-Fläche ermitteln. Dies 
kann zeichnerisch geschehen, indem man die M,-Fläche in Lamellen aufteilt. 
Bei der rechnerischen Ermittelung denke man sich die trapezförmige M,„-Fläche 
mit den Endordinaten M, und M, in zwei Dreiecke mit diesen Endordinaten 
zerlegt; man findet dann für ein „zweites Moment“ an der Stelle x: 


nb leche lte, 


S 12. Der geschlossene Rechteckrahmen. 


LO 
rt 
Mu 


M Linie 


Fig. 206. 


Man kommt also wieder auf die oben durchgeführte Rechnung, die also mit 
der Anwendung des Mohrschen Satzes identisch ist. 


$12. Der geschlossene Rechteckrahmen. 
I. Erste Rechnungsart (vgl. $ 9). 


Herleitung allgemeiner Gleichungen für die Eckmomente. 
a) Grundsystem. Bezeichnungen, Vorzeichen. 


Der geschlossene Rechteckrahmen (Fig. 207) mit vier steifen 
Ecken ist ebenso wie der beiderseits eingespannte Rahmen ein drei- 
fach statisch unbestimmtes System. Als statische Unbekannte X, X, 
und X, sollen wieder drei Eckmomente ermittelt werden, so daß 
also das Grundsystem ein Dreigelenkbogensystem vorstellt (Fig. 208). 

Wir führen wieder folgende Be- 
ziehungen ein (vgl. $ 91): Die Ecken 
werden (wie in $ 9) numeriert mit 
den römischen Ziffern I, H, II, IV 
(Fig. 208). Die Ständer sollen ein 
gleiches Trägheitsmoment Jn, des- 
gleichen oberer und unterer Riegel 
ein gleiches Trägheitsmoment Jz 


haben?). Den Wert ri bezeichnen aas Grundsystem. 
h 
£ 
wir mit % und den Verhältniswert F mit w. — Die Normalkräfte 


im Obergurt nennen wir N), im Untergurt N, in den Ständern 
NO bzw. N, — Die Querkräfte der Riegel seien mit Q% und od. 


1) Für ungleiche Querschnitte der Riegel soll die Berechnung noch folgen. 
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die der Ständer mit O und Q bezeichnet. Die Auflagerdrücke seien 
DD und F”. 

Bezüglich der Vorzeichen sollen folgende Regeln gelten: Mo- 
mente sind positiv, wenn sie den Balkenteil nach innen verbiegen, 
negativ, wenn sie nach außen verbiegen. Querkräfte der Riegel 
sollen als positiv gelten, wenn sie links vom betrachteten Querschnitt 
nach oben, rechts nach unten gerichtet sind; in den Ständern gelten 
sie als positiv, wenn sie oberhalb des betrachteten Querschnittes 
nach außen, unterhalb nach innen wirken. Normalkräfte sind als 
Druckkräfte negativ, als Zugkräfte positiv. 

b) Ermittelung einer Unbekannten X, Zur Ermittelung 
der Eckmomente M, bis M,, gehen wir in gleicher Weise vor, wie 
in § 9 bei der Berechnung des beiderseits eingespannten Rahmens. 
Das Moment A... in Fig. 208, die Unbekannte X,, ergibt sich nach 


der Gleichung: 
__ [em.2], 
Ze: Dk 


darin ist 
f 


[em.2] = fm M, ds d : 


1 7 
[ec.2] — [10.0 [iads Z. 

Zur Ermittelung dieser Werte ist zunächst die M,,-Fläche zu 
bestimmen, d. h. die Momentenfläche für X, ,=1 (am 2fach statisch 
unbestimmten Hauptsystem). Diese ermitteln wir, wie in $9. — Aus 
den in Fig. 209—211 dargestellten Momentenflächen (M,-Fläche, M,- 
Fläche, M,-Fläche) findet man: 


i 
I 
I 
H 
) 
H 
1 
\ 
H 


Fig. 209. A. Fläche Fig. 210. M,-Fläche. Fig. 211. M.-Fläche. 


[a a] = 28042), 


= — 4041), B-F4@-+1), 


cl 43@+1), BJ=—-4w+3), [e)—4280+3). 
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(EZ 
KA 
wi 


Daraus ergibt sich: 


[ab] —_8o—i 
aa 230-2)’ 
_ la) __3@+N 
wa 2130—2)' 
R = l ; 3w— 1 
bb. = -4o —1)— ——— { A 
L - 6 ` i f Terre 1) A 
l (5 w — 3) (3 œ — 5) 
6 230—+2) ? 
- E a am Se. Dr ta 
Lac geg Alt CIE Re 
_130@—100—9 
o 2680-2) 


[be.1] Bo’ 100-9 
[bb.1] (5o43) (3045) 


Damit ergeben sich für die Momentenfläche M,, folgende 
Werte: 


KAN ` 

e — [de.1] _30o’—100—9 | 
w fbb] 6o+3) (8 w5)’ 

x ___[ee] Teil 90 — 140-9 


mE [aa] [aa] ac" (5 ESCHER Si (146) 
In der Ecke II ergibt sich dann ein Moment: 
90 — 10 w — 3 
— A Xiz 
ds WOEEROUCTZESSCOK 

Nachdem die Momentenfläche für X, —=1(M..s-Fläche, Fig. 212) 
bestimmt ist, können die Werte [cm.2] und [cc.2] aus den vorher 
angegebenen Gleichungen gefunden werden. Die Werte [cm.2] sind 


je nach der Belastung verschieden. Für den konstanten Wert [cc.2] 
findet man (vgl. Tab. I): 


lee. SÉ KE ae T Xoe — Zr) 


ia (2 2,+2,)+4-1 E Én Ipe HEr) bel 
Siet ie geng, ` 
(5 œ — 3) (3 œ +5) ` 


Anmerkung: Diesen Wert konnten wir auch ermitteln aus den Ver- 
schiebungen des Grundsystems, wie folgt: 
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a bog e 3 (o —1) I ¿p L Õo-3)Bo- 5) 
cé Usel Co — 3) — 380 ray? C 1) = 5 26o 2) o 

27 l 5a +3) Bo—5) (—838o+100 9271 1 
se 2i=5 50515 _ Goars)ße-5) t2603) 

2 (8 — 1) (w — 8) Got, 
= 5 oœ +3) B o + 5) 

Damit sind die Grundlagen zur Berechnung der Eckmomente X, 
gegeben. Im Anschluß daran sollen nun 
die übrigen Eckmomente ermittelt werden. 


c) Allgemeine Gleichungen für die 
Eckmomente M, bis M,- 

Für die Unbekannte X, führen wir 
wieder die Bezeichnung M, ein (vgl. 


Fig. 208). Die Gleichung für M, schreiben 
wir in der Form: 


DÉI 


Die Momentenfläche für X,2—=1 (M..»-Fläche) ist also als 
Momentenfläche für Mr2a=1 (Mır.s-Fläche) zu bezeichnen. 


Fig. 213. Fig. 214. 


Mrr.2=1(My.e-Fläche). Mr.2—=1(M;.2-Fläche), 
_—-30-+-100-+9 Mrr =l 
Miu = Bot) 6o15)’ D E Mie Eh, Mir), 
Mnn =1, ur = Got) Bot 5) i 
` 94103 See 
Minus EPFFSIETTE Muss EECH Gg = Mrr), 
9 w? 14 9 10 
Mru = a Uri = ze eer 


50+3)3@—+5)' Ga+t3)ßo+ zu Mur). 


Die Eckmomente der M;rs-Fläche sind AM... AM. Mar: 
M vy (Fig. 213). 
Danach ist also zu schreiben: 


£ 


J 
HEN Mos gek d 


Das System ist sowohl für die senkrechte wie für die wage- 
rechte Mittelachse symmetrisch. Man kann also die Momentenflächen 
für die Zustände M/s=1, Mır.e=1 aus der Momentenfläche für 


$ 12. Der geschlossene Rechteckrahmen. 219 


Mjr..—=1 finden durch symmetrische Vertauschung. Die Werte dieser 
Momentenflächen lassen sich also ohne weiteres aus den Gleichungen 
(146) anschreiben (s. Fig. 213—216). Aus der Momentenfläche für 
Mımra=1 läßt sich in gleicher Weise der Momentenfläche für 


Mp.e=1 (Miv.2-Fläche) durch symmetrische Vertauschung an- 
schreiben. 


Bas 


Je E 
Fig. 215. | Fig. 216. 
Mra. 2 = i (Mrr.2- Woo Mır.2—=1(Mır.2-Fläche. 
9 —14o+9I 90-100 — 3 
Mrr => 


Georgen r Mur = 


REES = Bra, 
"SKS 


_ _ 90414049) 

Mrr =o 3B F5) = Mrr), Mrr = TEENETE (= Mrr), 

Mmm = 1, REEGELE ECH 

m —3 ot 10 e +9 9M Mrr = 6013805) (= Änt. 
urn 3) EE SS 5) Koch Mr =1. 


Für die Eckmomente haben wir nun, unter Berücksichtigung 
des Umstandes, daß die Nennwerte für alle gleich sind, die Glei- * 


chungen: 
DEE 
Mur, 
9 .. (14%) 
M —_ _ Br | 
II V’? 
— _Ir 
Zeie" 
Darin ist: 
4 + SS 
o Zi L 1)(3@ 1) (w sf .- . (148) 


(5 œ + 3) (3 œ + 5) 
Die Werte 3 sind für die verschiedenen Belastungsfälle aus der 
M,-Fläche mit Hilfe der in § 1 gegebenen Integralwerte zu ermitteln. 
Bei Belastung der Riegel haben wir dann die Gleichungen 
3 =P, M, F Pa M, 


worin M, und M, die Momente der entsprechenden Momentenfläche 
an den Enden des belasteten (oberen und unteren) Riegels bedeuten. 
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Der belastete Riegel muß im Grundsystem einen einfachen 
Balken darstellen. 

Wenn ein Ständer belastet ist, so ist auch das Grundsystem so 
zu wählen, daß der belastete Ständer ein einfacher Balken ist (Fig. 217 
und 218). Die Momentfläche M, erstreckt sich bei dieser Belastung 


Fig. 217. Fig. 218. 


nicht nur über den belasteten Ständer, sondern auch über den andern 
Ständer und, je nach der Wahl des Grundsystems, über den oberen 
oder unteren Riegel. Die Werte M, bis H. setzen sich also wieder 
aus zwei Teilwerten M’ und M” zusammen. Die Zählerwerte der 
Teilmomente M’ ergeben sich aus der M,-Fläche des belasteten 
Ständers wieder in der Form: 


3 =p, U, HP M, 
Man erhält also: 


3 [4 
M=-— FP 
, hr 
Aı=—-7T; 
e (149) 
RES BI 
Min= oe: 
[A 
DEE 
Die Werte M” ergeben sich ebenfalls in der Form: 
Hi 
AT == 3 å 
N 


Darin sind jedoch die Zähler 3” aus dem Teil der M, -Fläche zu 
ermitteln, der sich über die nicht belasteten Teile erstreckt. 
Für die Momentenflächen Fig. 217 und 218 ergibt sich: 


we Mar tH E dt M, r+ Mni) 


m Ph v i 
Biz 6 D (2 Mint M rn) + l (2M;n + M rn] H 
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Kei : 
3i = Ai 6 [w (2 M rmt Mni + WE M irn t M H 


ZI IH 
Di 
SET "e [w (2 Mnri Mr) tl Mur Mari) - 
Anmerkung: Für 37, ist das Grundsystem Fig. 218 in Betracht zu ziehen. 
Durch Einsetzen der entsprechenden Werte für die Momente 


nach den Momentenflächen Fig. 213 bis 216 findet man, wenn man 
zugleich durch N dividiert und gehörig vereinfacht. 


P 
Ai Mie, | 
l 
a ag 
Mei} b, | 
4 j 


Nunmehr lassen sich die Eckmomente für alle Belastungen an- 
geben. 

Unter Verwendung der Momentenflächen, Fig. 213 bis 216 er- 
halten wir nach entsprechender Vereinfachung: 

Für senkrechte Belastung des oberen Riegels nach Glei- 
chung (147) und (148): 


nl 


SE (3 w? —10 0—9) p, + (90 14 w + 9) fa ) 
g nl ` 
(5w + 3) (3 w — 5) pı + (9 w? + 10 w — 3) ga 
M; = — `> d Z =, 
is éi u sn 
(9 œ? 10 w — 3) g1 + (5 w +3) (3 w + 5) pa 
Tee EEN 
up BCEE +Ng, -+ (3 w — 100 — 9) p | 
Hues ma. 
J 


Bei Belastung des unteren Riegels ist darin M, mit M, 


und M,„ mit M,, zu vertauschen. 


Für wagerechte Belastung der Ständer findet man aus 
den Gleichungen (149) und (150): 


um Etto +) — (90 +100—3)9, , Ph | 
Eed deg are 


nl ME? 
vw (9w — 10 w—3) EC AE CHE E 
wa nl g’ Se 
SE e (152) 
(5w +3) (30-5) p, — (38 @°—10w— 9p, , Ph . 
KEE EE 
nl 4 
l (3 w°— 10 w — 9) g, — (5 w + 3) (3w + 5)gpa Ph 
ee "ai ~oa d 


In den Gleichungen (151) und (152) ist: 
n=? (w + 1) (3 @ +1) (@ +3)... . . (153) 
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Nach Ermittelung der Eckmomente M, bis M,, sind beliebige 
andere statische Größen in gleicher Weise zu ermitteln, wie in § 9 
für den eingespannten Rahmen gezeigt wurde. 

Aus Gleichung (152) ergibt sich der Einfluß der verschiedenen 
- Belastungsfälle wiederum dadurch, daß für o, und o, die ent- 
sprechenden Werte aus Tab. VII eingesetzt werden. 

Die Verwertung der vorstehenden Ergebnisse soll an einem Zahlen- 
beispiel in § 13 erläutert werden. 


D. Zweite Rechnungsart (vgl. $ 10). 
Eine zweite Rechnungsart schließt an die Ausführungen des 
§ 10 an. Es ist in diesem Falle ein Hauptsystem nach Fig. 219 zu- 
grunde gelegt; als Unbekannte sind Gruppen der beiden Einspan- 
nungsmomente an den Ständerfüßen zu ermitteln. 


Fig. 219. M„-Fläche. Fig. 220. M,-Fläche. 


Man erkennt, daß die Beiwerte der X wie auch die Absolut- 
glieder von den in § 10 angegebenen Resultaten nur dadurch abweichen, 
daß noch der Einfluß des unteren Riegels hinzuzufügen ist. Es tritt 
hier der Sonderfall 1 (S. 164) ein. 

Für den unteren Riegel soll diesmal ein von dem Trägheits- 
moment J, des oberen Riegels abweichender Trägheitsmoment J,, 
angenommen und der Wert 

Ds 
l 7 =! 


lu 
bezeichnet werden. — Man findet damit (vgl. Fig. 219 und 220) 
A 
al Ee, 
2 w — 3 


[d Ae iy bett 


Weiter findet man bei den verschiedenen Belastungsfällen: 


a) Senkrechte Belastung des oberen Riegels: 
o 
Dëll ren Zéi, 
[bm] = p, — pa- 


CO 
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e o (P1 Po) LIET Fo) 
" ww 2)l- (2 w 910 R, o | 
Ausl __3A—P) 
Tor m 


b) Senkrechte Lasten des unteren Riegels: 
[am] = p, fa. 
[b m] = p, — Fa- 


TER (2 œ = 3) (F, + Pa) . 
* N, 
X, RN 3 SC Pa) ` 
b 


c) Horizontale Belastung H des rechten Ständers: 


w 
ben E RAA 


H’'h A 
bm] =— =y Deck 1) (p1 + Pa) - 
EH 
Na 
y Ami UI HA 3 (p, T Pa) 
b N, z 
Die Eckmomente ergeben sich nach Ermittelung der Unbe- 
bekannten aus den Gleichungen: 


M, =X%, t5 
Mp =X, a 
w 
Ma =M -yopa teti t D .- e (153a) 


o 

Mu Mu — 5 sic | 
Darin ist zu setzen (vgl. S. 165): 

a) Für senkrechte Belastung des oberen Riegels: 


AM. =M 3 (pı + Pa) 


Eelere CO 
b) Für senkrechte Belastung des unteren Riegels: 


A =M nr= 0- 
c) Für horizontale Belastung des rechten Ständers: 
ER 3 p, 
Mn =- 3 @Co+ 8) 
Ap EN? 39, 


mg Gars 
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Anmerkung. Nimmt man wieder für oberen und unteren Riegel gleiches 
Trägheitsmoment an, so wird Isi. Setzt man dies in die Gleichungen für N, 
und N; ein und vereinigt die einzelnen Glieder der vorstehenden Gleichungen 
der Eckmomente, so erhält man wieder die Gleichungen (151) und (152). 


$ 13. Zahlenbeispiel zum geschlossenen Rechteckrahmen. 
Aufgabe 1. 


Es ist das in Fig. 221 gezeichnete Brückenportal für den Horizontal- 
schub H zu berechnen. — Die beiden Riegel haben gleiche Querschnitte. 
Die Aufgabe soll auf drei Arten gelöst werden, und zwar 

1) unter Verwendung eines statisch bestimmten Grundsystems, 
2) 5 w der geschlossenen Formeln für die Eck- 
momente (§ 12, I), 
3) unter Verwendung eines Zweigelenkrahmens als Haupt- 
system (§ 12, II). 


Fig. 221. 


1. Berechnung unter Verwendung eines statisch bestimmten 
Grundsystems. 


Das System ist dreifach statisch unbestimmt. Als überzählige 
Größen wählen wir die Momente am Fuße der Ständer und das 
Moment in der Mitte des oberen Riegels (Fig. 222). Dies letzte Moment 
nennen wir X,. X, sei die Gruppe aus zwei gleichen Fußmomenten 
mit gleichen Vorzeichen, X, die Gruppe von zwei gleichen Fuß- 
momenten mit umgekehrten Vorzeichen. Bezüglich Bezeichnungen und 
Vorzeichen, vgl. § 12. 


Fig. 223. M„-Fläche. Fig. 224. M,- Fläche. 


Fig. 225. M.-Fläche. 


Zur Errechnung der Verschiebungen des Grundsystems benötigen 
wir die Momentenflächen infolge der Belastungen X,—=1 und infolge 
der äußeren Belastung am Grundsystem (s. Fig. 223 bis 226). 

Aus diesen Momentenflächen findet man: 

Die von der äußeren Belastung unabhängigen Ver- 
schiebungen des Grundsystems. 


8 " 3 
D Zo 8 
——.2 l Sg 
[bb] 3 SEH 3 
Dä l 
[ce] = 2k —4 2-3 
l 1+ 3w 
= 2 -l — = 
w-l +2 3 1-2 3 
w l 
[ad] = e Kei ECH 
edd 0 
[de] = 
Die Elastizitätsgleichungen lauten nun: 
[aa] X, + [ad] X, = — [am] 
[ab] X,+ [bb] Z, — — [om] 


[ce] X, = — [em]. 


Wir können die beiden ersten Gleichungen getrennt von der dritten 
auflösen. 
Man findet: 


Pirlet, Statik. II.2. 15 
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[08.1] [bb] + Fps [ab] 


l(2w -+ 3) w Lo 
= 3 Zeotä 3 
_@+1) @+3), 
20—3 
[dm .ı] 
Ze [dd.1] 
[am] 
= [aa] + Fas Š; 
o [em] 
r= ed 


Errechnung der Absolutglieder, d. i. der von der äußeren Bela- 

stung unabhängigen Verschiebungen des Grundsystems für die Last H. 
Es ist allgemein: 

lim] = f M, PEN 


J 

Wir benötigen die M,-Fläche, d. b. die Momentenfläche am 
Grundsystem infolge der äußeren Belastung H, die in Fig. 226 ge- 
zeichnet ist. 


[am] =i- (— ara jgn (+ nz (5) 


œl -Ll 
me kleene SE SE 
al 2H. g EH 
SE 
Hn-1-l 


[em] = gel 
DIE ol Hf{h—) w-I 


[bm.1] = [bm] + F,, tal 
3—o (— wln- H) 
=i 6 )- EE 
or 3 

user E 
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~J 


[bm.1] 
[bb.1] 

l- H-n (w +3) (2w 23) 
— 2(2wo +3) (0 -+1)(o 4 8)l 


L,=— 


——_ dE 
SE 


Tem] 
X, =— [ea] HFa Z 


=7 ECH 

u 2] ___Iem] 

Lee, äi Ted 

I-h-(30@-+-1)-3- Bar 

CH SCT EE HERE 

Jetzt errechnet sich jede beliebige sta- 
tische Größe nach der Gleichung: 

S = BLR. E Eat BE 
Die Eckmomente (Fig. 227) $ ergeben 
sich zu 

Mi, Li, Bel 


2 \o+1 ES 
Hnf 1 Hh 
DH 
wiel 
ur 1 ) Eh 
9 oȚFi t 
Ai RL Ei E, 
Hin) | w Hh 
ES 2 U E 4 
D Ear 1 ) H-h 
A opi) & 
H. ( 1 ) Hh 
l o ho E E 
Mir = Mi S GE 1 
Miy—=M,+1-2,—1-X, 
„Zen Et w ) Hh 
2 ol 4 


15* 
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Zn i , Ah 

2 o—1' 4 
Min=M,+1-X,—1-X, 


D 
Mir = — 


2 ' 2 ol 4 
EE ks , Hh 
2 opl |4 


Setzen wir nun die in Fig. 221 angegebenen Zahlen für H, h, und 7 


R : V A 
ein und nehmen wir Geess an, so ist: 


- Mi—=-- 2,813. H mt 
M= + 1,313-H » 
Mi = —1,687-H n 
Mł = — 1,687-H „ 
Mir =+ 2,813-H » 
Min=--1313-H » 
Mir = — 1,687 -H o 
Mřy =— 1,687-H „ 


2. Berechnung unter Verwendung der geschlossenen Formeln 
für die Eckmomente (§ 12, I). 


Zu denselben Resultaten wie im vorhergehenden kommen wir, wenn 

wir die im § 12, Abschnitt I angegebenen 
Kb Formeln für die Eckmomente des ge- 
schlossenen Rechteckrahmens verwenden, 
indem wir an dem Rahmen oben rechts 
eine Horizonalkraft H und an den oberen 
Riegel rechts und dem unteren links 
je ein Moment Hy angreifen lassen (s. 
Fig. 228). Aus dem Horizontalschub Æ 


Eat g ergibt sich für die Eckmomente (Gl. (150); 
Fig. 228. S. 221): 
wu. 
Hh 


M” = UA SE 
II 4 
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Für die Belastung der Riegel durch die Momente M— H.y sind 
die Gleichungen (151), S. 221, za verwenden. Diese Gleichungen 
gelten für die Belastung des oberen Riegels. Für die diametral gegen- 
überliegende und in gleichem Sinne wirkende Belastung des untern 
Riegels durch das gleiche Moment M= Ho finden wir offenbar die 
gleichen Eckmomente, wobei jedoch M, mit AM... und M, mit M,, 
vertauscht erscheint. Die Gesamtmomente sind damit: 


30 — 10w — 9i f, + (90-140 — 9) fa 
M; = Mrr = TiLa ! + 


nl 
_ (8a 10w— 3) p, + (50 +3) (80-5) Pr 
nl 
PTP 
M= Menen E 
Sen 3) (3 8 ? 1100 —3)@, 
EN Bu 2m Ba 100 — 3) Ps 
GUN) + (I — 100 — 9) fa 
i nl 
o __ATtP 
Bus Daer: EEN 


Die Werte g, und p, sind in $1 für Belastung eines graden 
Balkens durch ein Moment am rechten Ende zu entnehmen; man findet: 


Mi 
a 
M 
Pa = AIAH 
Damit wird nun insgesamt: 
h h 6,00 6H 
Ar Au Ewe Au 
= 1,50 H — 0,1875 H 
= 1,3125 H mt. 
M, = M= — 1,50 H — 0,1875 H 


= — 1,6875 H mt. 


3. Berechnung unter Verwendung des Zweigelenkrahmens als 
Hauptsystem. e 
Nach § 12, Abschnitt II erhalten wir, wenn wir wieder die Be- 
lastungen nach Fig. 228 betrachten: 
Infolge H: 
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Infolge des Momentes M = H-ņ am oberen Riegel: 


Di mn 
" +3) 1)l i 
1 
ee AER 
Infolge des Momentes M — Ho am unteren Riegel: 


X H. 


p= 4H; Pa = — =2H 
— (2w +3) 

Tran 

1 
e er teen 

Insgesamt wird also: 

6H 6 

zer Fey 5H 


Damit wird für die untern Eckmomente: 
M, =X, +X, =1,3125 H. 
M p= X, —X, = — 1,6875 H. 
Für die oberen Eckmoments M,, und A... finlet man: 
Infolge H: 
Hh 


Hh , Hh ` E 


Aan a E E 


Infolge M am oberen Riegel: 


3 
Mir =M= 20 - KSC? 6H] 
Infolge M am untern Riegel: 
U pro = M mo = 0. 
Infolge M oben und unten ist also: 
3 
a TR 
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Kymi, i 
M gg D D, SE 
m EE GEI weg, CES ee 
H 
(en Z— 1 gege 
i U n= M, 
Insgesamt ist also: 
Hb 6H 
M = me — zo 75 A 
7 7 or] 1,6875 H mt 
Hh 6H 
u em eeng 
Aufgabe 2 


Es sollen für das gleiche System die Einflußlinie für bewegliche 
Lasten auf dem untern Riegel ermittelt werden. Die Einflußlinie für 
das Eckmoment M, (M,-Linie) hat die Gleichung (vgl. $ 12): 

LP 
gien RE (ON, -Mrr ta). 
Sie ist in nachstehender Tabelle berechnet und in Fig. 229 aufgetragen! 
Darin ist: 
M, r=- 1; Mirr = -+ 0,428 


2 | 
EN de Mre, | Mrr | Mıra Mrr t | M; 
| | 
H 1 
0,1 o7 | 0099 | 0,073 0,172 | oa 
02! o7 0192 | C124 0,316 | 0222 
o3 | or 0,273 0.153 0,426 | 0298 
oul o 0336 | 0,165 0,501 0,351 
o5 o | 0835 0.161 0,536 | 0,376 
0,6 | 0,7 0,884 | 0,144 | 0,528 0,370 
07 O7 | 0357 | 007 0,474 | 0332 
0,8 0,7 | äm | 0,082 0,370 | 0,260 
0,9 07 | 010 0.042 0,213 0,149 


Steht die Last 1 am Ende des rechten Kragarmes, so eebe 
bei IV ein Moment M—=1-2—=2mt. Die Ordinate am rechten Ende 
des Kragarmes errechnet sich dann 


. MI Mı 
mit p, BE und p, = EC nach 
der Gleichung: 
1 Mi 
Muere LH, 2-9 Mc), 
Darin ist: 


ÄM. sl: Mpı 0,428 l 
Also wird Fig. 229. 
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2.8(142-0,428) _ 


ER. = — 0,325. 
Mg 6 -15,22 SES 
Am linken Ende ist: 
1 Mil 
M,= ee Zurt 2Mın) 
2.8 (2-1 0,428) 
D EECH 
6 15,22 Wa 
Die Einflußlinie für M,, hat die Gleichung: 
17 
My =— g Min en + M rrr ĉo) 
Darin ist 
M; rr = 0,048, M rrr = — 0,524. 


Danach ist die M,yLinie in nachstehender Tabelle berechnet und in 
Fig. 230 aufgetragen. 


2 | | | | 
=. Mrr t | Mrr Trei Mirre! Mur 
7 EC | | 
or wunns | —0,090 | — 0,085 ` — 0,060 
02 | 0,7 i 0,009 — 0,152 | — 0,143 — 0,100 
0,3 | 0,7 | 0,013 i — 0,187 | — 0,174 — 0,122 
o4 | 07 I 0016 = —0201 | — 0,185 — 0,130 
05 0,7 0018 | —0197 | — 0,179 — 0.125 
0.6 0,7 0,018 | —0176 | — 0,158 — Old 
0,7 0,7 0017 01 | — 0,126 — 0.088 
0,8 0,7 0,014 : —0,101 — 0,087 — 0,061 
0,9 07 0.008, —0.052 | — 0.044 | — 0,081 
Die Ordinate am rechten Ende 
des Kragarmes errechnet sich wieder 
nach der Formel: 
e 1 Mi 
Fig. 230. Yy=— N e LR, 2M r- 


M ist das am rechten Riegelende angreifende Moment: M = 1 - 2,0. 
Man findet: 


Me See e 
“O 6 15,22 un 
Am linken Kragarm ist: 
1 MI. 
My=—575 (Mıra+2Mın) 
2-8 (— 0,524 -+ 0,096) 
M e ee Meet GE 75 
Ir 6 15,22 Tamm. 


Die Einflußlinien von M,,, und M,, sind die Spiegelbilder von M ER 
und M,. 
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TI. Abschnitt. 
Vollwandige Systeme mit gekrümmten Achsen. 
Der beiderseits eingespannte elastische Bogen. 
(Das Tonnengewölbe.) 


Der an beiden Enden eingespannte Bogen ist ein dreifach statisch 
unbestimmtes System. In der vorliegenden Bearbeitung sollen auch 
für dieses System die für die Berechnung erforderlichen Größen, also 
namentlich die Verschiebungen der Angriffspunkte der Unbekannten 
sowie einzelne statische Größen (Momente) für die wichtigsten Be- 
lastungsfälle durch geschlossene Ausdrücke dargestellt werden. 

Hierzu bedarf es einer Annahme über die Form der Bogenachse 
sowie über die Trägerquerschnitte. Bezüglich der Systemachse ist 
zu bemerken, daß sowohl die Parabel wie der Kreis und schließlich 
auch die Kettenlinie in Frage kommt. Bei flachen Bogen fallen die 
Kurven ungefähr zusammen; eine Untersuchung verschiedener Bogen 
mit größerem Pfeilverhältnis hat gezeigt, daß die Systemachse sich 
entweder dem Kreis oder der Parabel eng anschmiegt oder aber 
zwischen beiden liegt. Stets aber zeigt die Rechnung, daß bei Rech- 
nungen mit kreisförmiger und parabolischer Achse die Abweichung 
in den Werten der Unbekannten gering ist. 

Was ferner die Querschnittsannahmen betrifft, so ist es be- 
kannt, daß diese für die Ergebnisse der Berechnung statisch unbe- 
stimmter Systeme im allgemeinen von untergeordneter Bedeutung sind. 
Ein solcher Fall liegt auch hier vor. Wir werden aber trotzdem be- 
strebt sein, der Rechnung Querschnittsannahmen zugrunde zu legen, 
die der Wirklichkeit wenigstens nahe kommen. 

Eine bekannte und vielfach benutzte Regel besagt nun, daß die 
Gewölbestärke d nach dem Kämpfer hin so zunehmen soll, daß ihre 
Vertikalprojektion überall gleich der Scheitelstärke d, ist. Es ist 
also dann (vgl. Fig. 231) 

d ds 


S 


cos o 

wo @ den Neigungswinkel der Gewölbetangente d 7 
gegen die Horizontale darstellt. Diese An- "ZN 
nahme trifft freilich nur bei Bogen mit mitt- Fig. 231. 
lerem Pfeilverhältnis zu; bei flachen Bogen 
wird der Endquerschnitt stärker, bei hohen dagegen schwächer als 
nach der erwähnten Regel zu erwarten wäre. Da aber, wie schon 
erwähnt, die Querschnittsannahmen von geringem Einfluß auf die 
Endergebnisse sind, so wollen wir in den folgenden Rechnungen 
zunächst das vorher angegebene Gesetz zugrunde legen ($ 14). 

Es liegt jedoch nahe, die Annahmen, soweit die Rücksicht auf 
die Genauigkeit dies statthaft erscheinen läßt, so zu gestalten, daß. 
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die Rechnung sich einfach und schnell durchführen läßt. Denn legt 
man die etwa auf Grund einer Vorberechnung gefundene System- 
achse, die im allgemeinen keine einfache mathematische Kurve dar- 
stellt, der Rechnung zugrunde und berücksichtigt die wirklich vor- 
handenen bzw. vorberechneten Querschnitte, so treten bei den dadurch 
notwendig gewordenen vielen Einzelrechnungen andere Fehlerquellen 
auf, die im obigen Falle ausscheiden. Dies betrifft namentlich das 
Abgreifen der für die Rechnung notwendigen Ordinaten der System- 
achse aus der Zeichnung sowie die vielen Zwischenrechnungen, Produkt- 
bildungen usw., die zur Berechnung der Verschiebungen (Produkt- 
summen) notwendig sind. Diese Fehlereinflüsse können aber von 
größerer Bedeutung sein als die vereinfachenden Annahmen; denn 
es sind zum großen Teil Fehler, deren Wirkungen sich nach den 
Fehlergesetzen summieren, während die Einflüsse der genannten An- 
nahmen über Achse und Querschnitte sich in den Werten der Un- 
bekannten (Quotienten von Verschiebungen) teilweise gegenseitig 
aufheben). 

Wir werden daher später ($ 15) auf ein anderes Gesetz über 
die Veränderlichkeit der Querschnitte aufbauen, das besonders ein- 
fache Rechnung und Resultate liefert. 


$ 14. Erste Berechnung des beiderseits eingespannten 
elastischen Bogens. 


(Berechnung unter der Annahme: d = 4 1 
cos g 
I. Die Elastizitätsgleichungen und die Berechnung 
der Verschiebungen. 
Zur Berechnung der überzähligen Größen des dreifach Statisch 
unbestimmten Systems schneiden wir in 


Xa diesem Falle den Bogen im Scheitel 
A Xo durch und wählen das Moment XZ. den 
Horizontalschub X, und die Scherkraft X, 
Ze + als überzählige Größen (Fig. 232). Diese" 
Fig. 232. müssen die drei folgenden Bedingungen 
erfüllen: 
X, [aa] + %, [ab] + X, [ac] = — [am]; 
Xa [ba] + X: [b0] X. de]=— [bm], 
Sol Zp [eb] X, lec] = — [en]. - 


Mit der Lösung der Gleichungen beschäftigen wir uns im 
folgenden Abschnitt. Hier sollen zunächst die Koeffizienten der 
Gleichungen, also die Verschiebungen, berechnet werden. 

Wir setzen der Einfachheit halber einen — wohl in den weitaus 
meisten praktischen Fällen vorliegenden — symmetrischen Bogen 


1) Näheres hierüber findet sich in meiner Schrift: „Fehleruntersuchungen 
bei der Berechnung mehrfach statisch unbestimmter Systeme“. Aschen 1909. 
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voraus. Die Belastungszustäinde X—=1 sollen so gewählt werden, daß 
sie alle drei die rechte Bogenhälfte im gleichen Sinne verbiegen. 
Die hierbei in diesem Bogenteil entstehenden Momente A. At. M, 
sollen als positiv eingeführt werden. Die linke Bogenhälfte wird 
infolge X,-ı und X,-ı entsprechend der rechten Hälfte verbogen, 
so daß auch hier M, und M, das positive Vorzeichen erhalten. Da- 
gegen verbiegt X,-ı die linke Bogenhälfte in entgegengesetztem 
Sinne, so daß M, im linken Teil negativ gesetzt werden muß. — 
Die Normalkräfte mögen als positiv gelten, wenn sie im Querschnitt 
Druckspannungen erzeugen. 


Eine Verschiebung [ik] bsrechnet sich nach der Gleichung: 


e ds _ ds 


wenn, wie üblich, der Beitrag der Querkräfte vernachlässigt wird. — 
Aus dem vorhin bezüglich der Vorzeichen Gesagten ergibt sich, daß 
die Verschiebungen [ac] und [be] zu O werden müssen; denn in der 
Summe der Produkte M,-M, und M,-M, bzw. N,-N, und N,N, 
werden die gleichen Glieder für die rechte Bogenhälfte positiv und 
für die linke negativ; also muß wegen der Symmetrie der Gesamt- 
wert zu O werden. 
Somit vereinfachen sich die Gleichungen wie folgt: 
X, [aa] X, [ab] = — [am], 


X, [ba] + X, [bb] =— [bm], t o. . 84) 
X, [ce] = — [em]. 
Die Koeffizienten dieser Glei- 
chungen berechnen wir für den Fall 
einer parabolischen Achse. Als 
Veränderliche führen wir den Nei- 
gungswinkel œ der Bogentangente 
gegen die Horizontale ein. Die 
Gleichung der Parabel, bezogen auf 
die Mitte der Kämpferverbindungs- 
linie als Anfangspunkt, lautet (vgl. 
Fig. 233): 


Ir Achse 


Darin ist Lë t 
l tgo 


v=f(1— TE, ... . . . (155a) 


Multipliziert man sämtliche Verschiebungen mit E. J,, wo J, 
das Trägheitsmoment des Scheitelquerschnittes bedeutet, so erscheint 
in allen Verschiebungen der Wert: 
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I, _ J, ii 8 ye 
GE AE == ds-cos®p; 


s 


denn bei rechteckigem Querschnitt ist gemäß obenerwähnter Quer- 
schnittsannahme 


3 3 
p S K A a (d, = Scheitelstärke). 
12 12\cos@/ `° 
Den Wert ds finden wir aus der Gleichung: 
dr 
s= e 
cos p 
x = tgo N A = 1 1 Dt, 2 
Da Cam TER ist, iai T 7 und mit tg p = kọ: 
J, _ 1 
ge dea e ss ses ei (156) 


NB. Für die E-J,-fachen Verschiebungen behalten wir die 
übliche Bezeichnung [ik] für EJ, [ik] bei. 
1. Die von der äußeren Belastung unabhängigen 


Verschiebungen. 


Da das Moment infolge X,—=1 an allen Stellen A. — 1 und 
die Normalkraft N, = ist, so erhält man: 


A 
[aa] = [as Gees far Ss 


Dieses Integral ist über beide Bogenhälften, also von — gu bis 
— gun ZU erstrecken; man erhält: 


ae e, UA 
ko 
Hierin ist o, (Kämpferwinkel) gegeben durch die Beziehung: 


2f 
Gecke 
oder in der Umkehrung: 
Gaz arC tg ko... . . (158) 


Infolge X,:=1 ergeben sich die Momente: 


f a lia 
ww great EP 
0 


M, =1-(f— y)= > E 
te 


Damit ergibt sich: 
[ab] — lu M, ds — = Ea Je ede ; 
ad t om 


(Der Wert | NN, ds 4 wird zu 0, da N —=0 ist.) Dieses Inte- 


gral ist wieder über den ganzen Bogen von — ga bis — p, zu er- 
strecken. 
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Anmerkung: Die im folgenden vorkommenden Integralwerte ergeben 
sich am einfachsten mit Hilfe der Reduktionsformel (vgl. Hütte I, Erster Ab- 
schnitt, Integralformeln!): 


tg". 2 
t n d we EG EN GC T H 
fie ee te” pdg 


Ist n eine gerade Zahl, so erhält man als letztes Integral: 


JEE 
Ist n eine ungerade Zahl, so lautet das letzte Integral: 
[ter dp = — In cos g (vgl. Hütte) = 4 In (1 + tg ?¢) 


Mit Hilfe vorstehender Integrale findet man für [ab] den Wert: 
E É e 
led] =F- ao Po) Eee (159) 
Die Verschiebung [bb] berechnet sich nach der Gleichung: 
2 J, H rə J, 
[bb] = [mas +[3 ds. 


Hierin ist 
l I Am 
N,=1:-cosp, 
F, J, l J, l dọ 
da, 8 —=ds- = 2 — Si Ei 7 od 
F SFP F, k,cos®o Er F, ko cos? g 


Man findet mit diesen Werten: 
P 1 P e Z A f 
=— -= |tgt H — — Di 
[db] 4 ko g pap D ko F, do 
Die Auswertung der Integrale für die Grenzen — ge und — po 
ergibt: 


1 
Bl mAN äer 
J 


Der Wert E ist für rechteckigen Querschnitt: 


E 


Die Scheitelstärke d, ist, falls man die Normalkräfte berück- 
sichtigen will, vorerst zu schätzen oder an Hand von Näherungs- 
formeln (Tolkmittsche Formeln) zu ermitteln. .Vereinigt man in der 
Gleichung für [bb] beide Glieder, so findet man: 


te) 
b= gr SE } (160) 
- Vernachlässigt man den Beitrag der Normalkräfte, so wird 


Berl - (1600) 
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E 


Die Verschiebung [cc] berechnet sich wie folgt: 


Ir e2 ider d. 
lee] = |», ds Tr N, ds F, e 
Hierbei ist: 
l 
U, = x= tgo; 
c ko 
N= + sing. 
Also ist: 
Mr +% 
ce] = 7". [te Pie + Zr fte war: 
DA F, ko 


ZS fo 


= ‚kr J 
[ee] SP Ze el vä (161) 


Unter Vernachlässigung der Normalkräfte ist 
al 
[cc] =2 ° Fs (ko— o) - - . . . - (61a) 
0 


2. Die von der äußeren Belastung (Temperatur, Wider- 
lagerverschiebungen) abhängigen Verschiebungen. 


Wir untersuchen den Fall ruhender Belastung, und zwar ins- 
besondere den der gleichmäßigen Vollbelastung einer und beider 
Bogenhälften, Überschüttung einer und beider Seiten sowie den Fall 
einer beweglichen Belastung, d. h. einer wandernden Einzellast 1 t. 
Für diese Fälle ermitteln wir zunächst die Absolutglieder der 
Elastizitätsgleichungen, die Verschiebungen [am], [bm], [cm]. 


&) Gleichmäßige Belastung einer Bogenhälfte; Belastung 
rechts (Fig. 234). 


72 J, 
| EE 
1 H 
! ı Darin ist 
! 2 2 d 
e Wee 
Fig. 234. Be ee ko? 
Also wird 
Fo 
[n= iia fte pdo, 
o 
q? D i 
[am] =— I. x (tepo — p) = — 5-90) (162) 


e Bei Belastung der linken Bogenhälfte ergibt sich der gleiche 
ert, 
Der Wert [bm] ergibt sich aus der Gleichung: 
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VEER aM, TED +F No N; R 


F 
Es ist 
=l a 
M= 2 k tg P, 
li a 
gege tee 
o 
N, = cosg. 
Damit ergibt sich: 
Fo 
an p.s |tg’pd 
Ta So pHi m gedo 
o 
Tr ; 
EE =p) |F Gi — Po): 


Bei TEE ee des Beitrages der Normalkräfte er- 
gibt sich: 


[mb] = — de p pale — 3 (ko— po] -» - - - - . (163a) 


Bei Belastung links ergibt sich der gleiche Wert. 
Das Absolutglied [mc] ist zu ermitteln aus der Gleichung: 


[me] SÉ A ds Ze — SE ds Si g 


Es ist 
l 
Dee i 
N, =— sing, 
also 
Fo 
E ege te od 
gl SE ee SE gedoe 
D 
E Cé za SEAN 
— Tre, tr 
0 


j= tan). 
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Setzt man darin: 
ln (1 + ko”) = yo, 
so ergibt sich: 


E Eë (fb AA 
[m Di = — gi u (ko Se Wo.) ® H — 2 SSC? > #6 (164) 
Bei Vernachlässigung der Normalkräfte ist: 
GË L As 
[m e] =— ES $ Ti (ko == Po) Suaa (164a) 


Bei Belastung der linken Bogenhälfte ergeben sich die gleichen 
Werte, jedoch mit umgekehrten Vorzeichen. 


b) Gleichmäßige Vollbelastung des ganzen Bogens. 
Aus den Ergebnissen des Abschnittes a) folgt: 


mal—— gr sl =p) 2.2.2.2... (165) 


P kr JN 
mh (144.7 )|. (66) 


bzw. bei mern der Normalkräfte: 


lt — 3 (ko — po]. -» -  - . . (166a) 


ad -—n O E, 
c) Einfluß dereinseitigen Überschüttung des Bogens. (Fig. 235.) 


Das spezifische Gewicht des Auffül- 

-y=f/%)2 lungsmaterials sei y,. Das Moment At 
FEAT) für einen Punkt im Abstande z von der 
Mitte ist gegeben durch die Belastungs- 


, und deren 


Fr x 
fläche: Sa A f — AE y 


Schwerpunktsabstand S von dem be- 


trachteten Punkte. Setzen wir gu = y, f, 


so wird: 
& UI d Jo Gi 
M=—S.1, = —.I. ege 
0 z Yeg oe e 
oder, da z = —-tgo ist 
ye 1 A 
M, en a 4 — 20 Se 4 
o SC KLS? 12 B E 
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-7P 1 

Geo "La -tgp sing, 
- l 1 g R 
N, en Er NEE 


Die Verschiebung [am] ist nun, da A. =0: 


10 


„te irf 
[am] =f A, M, ds — SEH Lëiode, 
0 
ye 1 ; ; - 
fa m] = — Se: N H? — 3 (ko — Foll- 
3 
[am] =. T Ik — 8 (ko — Po)] (168) 
Für die Verschiebung [bm] findet man: 
E =f M M, ds re N, de KC 
10 
y J, ur 1 
-- 7 SE "e E E E 
= | gde -+ Se MN Të do 
0 
yb if s sms ét 
Is E CH A Bi = L, 
[bm] 720 E 3 ko 5 [ka — 3 (ko el oe SI l, 
T D EH E F 2 „Ko I] 9 
TE 360 E d 3 k — 5 lk — 3 (ko el ES: 8 Fl (169) 
oder bei Wee der Normalkräfte: 
Jo Ú 3 
[b m] = — Sr 3 Tt — 5 [k — 3 (ko — Pol} . (169a) 
Das Absolutglied [cm] berechnet sich wie folgt: 
[em] =f; Vd AEE N, d$: 
Bar eaf 
t 5 pde — — Ket — | tgd 
34 ln vd 6 | S oedu 
Uu DU 
10 
„Pi EA; al 
ER e H 5 d Pl 0 E ü 
24 NIK pap ` FR 
gef Loi a 4: f „Ko. Js) 
u lko 2 (ko Yo)] re FR) 
g, D 1 g 2 j ko? A 
m o — 2 (ko — gell 1+4- F] (170) 
Pirlet, Statik. TL 2. 16 


Le 
ka 
Li 
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Bei Vernachlässigung der Normalkräfte ist: 
, Di DESEN S 
[em] = — 2. -= [kot — 2 (E? — all .. . . . (1708) 
o 
Bei Belastung der linken Bogenhälfte durch die Überschüttung 
ergeben sich für [ma] und [mb] dieselben Werte, während für [me] 
der absolut gleiche Wert, aber mit umgekehrtem Vorzeichen eintritt. 


d) Bei Überschüttung des ganzen Bogens 
erhalten wir somit für [ma] und |mb] wieder die doppelten Werte. 
während [mc] =0 wird. 
e) Temperatureinflüsse. 

Wir betrachten den Fall, daß Außen- und Innenrand ungleich- 
mäßig erwärmt werden, und zwar möge ersterer seine Temperatur 
auf der ganzen Länge um ti, und letzterer um t, ändern, so daß die 
Differenz der Temperaturänderungen 4 t= t, — t, beträgt. 

Die Temperaturänderung im Schwerpunkte des Querschnitts 
ist dann 

— i SS LG 


=+ 


A 


Man hat allgemein für eine Verschiebung [it] die Gleichung: 
° dt 
j= lei Mie [er-8,-0s, 


wo e den Wärmeausdehnungskoeffizienten des Materials bedeutet. 

Bezüglich der Vorzeichen ist zu beachten, daß, wenn die Tem- 
peraturerhöhung t, des Außenrandes größer ist als f, des Innen- 
randes, die Querschnitte sich umgekehrt verdrehen als infolge der 
positiven Momente, so daß die Arbeitsgrößen bei positiven Momenten 
negativ werden. Da ferner bei positivem ti, (Temperaturerhöhung) 
eine Verlängerung von ds eintritt, also die Formänderung im um- 
gekehrten Sinne der positiven Normalkraft (Druckkraft) erfolgt, so 
ist auch die Arbeit der positiven Normalkräfte negativ. 

Man erhält also für die EJ -fachen Werte der Verschiebungen 


folgende Ausdrücke, wenn d = En ist 


cos p 
Tto "Te 
J, ipaa - 
dl ar GER € N, ee 
— fo = ER 
E 
[at] =— 2 aende (171) 
At e 
[bt] = — EJ, ez Mds — EJ, e-t Np- ds 


Ffo +% 
BJ. 1 È f tee I 1 
E 2 kr.) cos? p opur E A os? ep 
go — To 
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1 E- 
=-; rede Bert, 
d Becke dH 6d, t). >) 


s 
Die Verschiebung [ct] wird wegen der Symmetrie = 0. 
Gleichmäßige Erwärmung des Bogens um t, ergibt mit 
4t = t — ê = 0 für die Absolutglieder die Werte: 


[at] = 0. 
te E 
[ct] = 0- 


f) Widerlagerverschiebungen. 

Wir betrachten getrennt drei Fälle von Widerlagerverschiebungen: 

1. Eine Verschiebung des linken Lagerpunktes 4 in Richtung 
von 4 (vertikal, nach oben positiv). 

2. Eine Verschiebung des linken Lagerpunktes A in Richtung 
von H (horizontal, nach innen positiv). 

3. Verdrehungen der Einspannstellen in Richtung positiver Ein- 
spannungsmomente A. 

Zu 1. Verschiebung [!w.3]—=ö, in Richtung des Auflager- 
drucks A (Fig. 236.) 


Fig. 236. 


Aus Fig. 237 ergeben sich die Verschiebungen ohne weiteres nach 


der Gleichung: [iw] = — EJ -IL,[!w]= — EJ -A;-ö4. 
[aw]=0, da A,=0. \ 
[dw] —=0, da 4,=0. ......(19) 
[cw] = — ôa -EJ,, denn dil : 


Zu 2. Verschiebung [lw.3] = ôg in Richtung von H 
(Fig. 238). 
> Jy e 


Fig. 238. Fig. 239. 
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Aus Fig. 239 ergibt sich: 


[aw]=0, denn H,—0. d 
[bw] =— ôg -EJ dean H=-+1.}... (174) 
[cw]=0, denn H, =0. j 


Zu 3. Verdrehung des linken Widerlagers um den Winkel 9, 


und des rechten um A. nach Fig. 240. 


Fig. 241. 
Aus Fig. 241 findet man: 
[aw] = —(9,—%)-EJ, 
[bwu] =— f0, 0) EJ, $... . (175) 


[ew] =— 18, — 8. EA. ] 
Denn die Kämpfermomente sind infolge X = 1 beiderseits 
gleich 1, infolge X, = 1 beiderseits gleich f, infolge X, = 1 links gleich 
— Z} und rechts gleich — 4 


) Einzellasten. 
Wir bestimmen noch die Absolutglieder für eine Einzellast 1: 
an einer beliebigen Stelle im Abstande & von der Mittelachse. (Fig. 242.) 
Es treten bei dieser Belastung nur 
Momente und Normalkräfte auf 
zwischen der Last 1 und dem 
Kämpfer, also innerhalb der Grenzen 
& und L Zwischen diesen Grenzen 
sind also auch die Integrale zu be- 
Die 242. stimmen. 

j Wir bestimmen zunächst das 
Moment M, und die Normalkraft N, an einer beliebigen Stelle im 
Abstande x von der Mittelachse; dabei ist also absolut x `> é. Der 

Neigungswinkel an der Stelle x sei o. an der Stelle € sei o. 


Es ist dann: 


x E H S 
W = 0 i] es — tg py)» 


No = 1 -sin g. 
Bei den folgenden Integrationen ist é, also auch tgo zunächst 


als Konstante anzusehen. 


J l 
i i Se 
Es ist nun mit de 7 2° KR 
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> Go 
r D 
[am] (im, ds P el tge —tge,)de, 


Kë 


3 


"Lé 
Zur Abkürzung bezeichnen wir wieder: 
In Bëlzen Ai tgp =k 
ln (1 -Hte po) = yo 8P = ko- 


PTI 
oP) ga 5 -Ini1 — tg? fo) after p). 


Damit ist: 
1 Er 
Lan) e [2 (f — Pk Dänen . (176) 


Der Wert [bm] ergibt KC wie folgt: 


u Wë > 
Mm =p Pe N,=1:cosg,, 


E? B Ca WS 7 , D J, 10 
[0 mj = 2 IN lr Su SF; g” F x we l F, D Sne, cos Pz cos? g, Fa 
o 
P J, Ae 
Del E- a E EE Lag. loss 


Bei ausschließlicher Berücksichtigung der Momente gilt die 
Gleichung: 


P , 
EE 
Für die Verschiebung [cm] findet man, da 

l 
M=-tgp, N, = —1-sin gp, ist 
D : 
7 Kl 
De l in? p 
[m] = zz: | EE 
0 


ko FJ cos p, Pz 
p 
To To E DR To 
Ef Jt d Je pd Bin A 
Sek kee ee) rer | 


[med] — ke ee el 


Berücksichtig man nur die Momente, so ist: 
[me] = site ml 2 [(ko—k)— (po— p)]> - - - (178a) 


Diese Werte gelten für die Belastung der rechten Bogenhälfte. 
Steht die Last auf dem linken Teil, so erhält man die gleichen 
Werte, und zwar [cm] mit umgekehrtem (negativem) Vorzeichen. 
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Zur Frage der Fehlereinflüsse, insbesondere der Vernach- 
lässigung der Normalkräfte. 

Die vorstehenden Ausdrücke lassen erkennen, daß der Beitrag, 
den die Normalkräfte zu den Verschiebungen liefern, durch den Wert 
k J, 
E S 
seinen Ausdruck findet, wor die Werte 1, 2, 4 und 8 annehmen 
kann. Dieser Ausdruck ist stets zu 1 zu addieren, und man er- 
kennt leicht, daß er im Verhältnis zu 1 sehr klein ist. Liegt z. B. 
ein Bogen von der Spannweite 20 m und einem Pfeilverhältnis 


i 


r- N =y. 


vor, so wird: 


L 8 
eeng Se 
u l L 2 
Nimmt man eine Scheitelstärke von 1/, m an, so erhält man 
kê J, 1 1 1 


q F, 400 48 19200’ 
so daß im ungünstigsten Falle statt 1 zu setzen ist: 
1 l 
T 19200 
Hierbei sind allerdings verschiedene, von Fall zu Fall wech- 


selnde Besonderheiten zu berücksichtigen. Erstens ändert sich der 
Einfluß mit dem Pfeilverhältnis. So z. B. würde im vorstehenden 


= 1,000 416. 


1 
Beispiel mit p -7 der Fehler auf den vierfachen Betrag anwachsen. 


Zweitens aber — und dies ist besonders wichtig — ist der 
Wert 1--v-N verschiedentlich der Faktor eines Gliedes von Aggre- 
gaten, und diese sind hier sehr fehlerempfindliche Ausdrücke. 

Drittens kommt es nicht so sehr auf die Verschiebungen, son- 
dern auf die Werte X und schließlich auf die aus den X zu be- 
rechnenden statischen Größen S an. Man müßte daher an Hand der 
Fehlergesetze den Einfluß der fraglichen Fehlerquelle bis in die End- 
ergebnisse verfolgen, um ihre Wirkungen beurteilen zu können. 

Es wurde bereits vorhin auf die Fehlerempfindlichkeit einzelner 
Werte der Verschiebungen hingewiesen. 

Dieser Punkt verdient ganz besondere Beachtung, und es 
unterliegt keinem Zweifel, daß für die Berechnung der Verschie- 
bungen nicht etwa der Rechenschieber, sondern die Logarithmen- 
tafeln u. ä. in Frage kommen (vgl. auch das Zahlenbeispiel $ 16). 


II. Lösung der Elastizitätsgleichungen. 
Bei der Auflösung der Gleichungen gehen wir vor nach dem 
im ersten Teil, $ 13ff erläuterten Eliminationsverfahren. Danach er- 
halten wir die Unbekannten aus folgenden Gleichungen: 
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lem.2] 
en. 
i feċ.2] 
- __ [bm.1] _[be-1] y 
tam ipo] [bb] * 
X —_ __ em] [eb] _lael y 
a aal aaı b jaa] e” 
laaj l jaa; 
Da [ac] zs (bel ss D wird, wird [bce.1] = 0, [em.2] = [em], 
[ec.2]==[ec], und man erhält 
y= [em] 
fee] ’ 
` [bm.1] 
ze, 
CERN 
y [an] bi, 
aa] [aa] 


Aus diesen Gleichungen ergeben sich dann beliebige statische 
Größen Ş in der Form: 


S=S, + + S.A, FSX 
worin Sos Sas Sps S, die statischen Größen S im Grundsystem infolge 
der äußeren Lasten und der Zustände X == 1 sind. 
.Danach sollen im folgenden einzelne Belastungsfälle untersucht 


werden, wobei zur Erreichung einfacher geschlossener Formeln der 
Einfluß der Normalkräfte vernachlässigt werden soll. 


a) Einfluß einer einseitigen Belastung des Bogens mit 
q t/m (Fig. 234). 
Die Unbekannten nehmen folgende Werte an: 


x — mẹ 4l k? — Yo 

` [ee] hg ko — Po 
[mbi] 
o [bbi] 


Man findet: 


[mb.1] = [mb] — Etl. fma] 


q É wa 4 P N 
= 15 Ro? — 3 (ko al) 
1 
gg z lpok? — 3 (ko o— ?)]- 


ui pi] — Etat) 
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Fo e a L P (ko— 
= [kt 8 (ko — Fol] = fe 


= [op k? — 3 (k, — p)]. 
6 La EN LFo An Zo o] 


E 
Ha 
KEN 
pat 
[er] 


Für X, findet man jetzt: 


z of ko— fo JI ko— to. g l 
2 o 


un Zb Po 


Da hiernach das Scheitelmoment gleich O wird, können wir für 
den Fall der einseitigen Belastung des Bogens im Scheitel ein Gelenk 
annehmen. Wir haben es also für die weitere Rechnung mit nur 
zwei Unbekannten zu tun, dem Horizontalschub X,, den wir uns im 
Scheitelgelenk angreifend zu denken haben, und der Scherkraft X,- 

Das Moment an beliebiger Stelle x in der rechten (be- 
lasteten) Bogenhälfte berechnet sich nach der Gleichung: 


=Q. 


u, a H te 
Es ist R 
(05-5) 
Also wird 
Ben AÉI A ds Am 
4 \1/ 8 l kolko— Po) 
oder 
m Ela re) 
z 8 l l ko (ko — Po) 


Wir suchen zunächst den Abstand x, des Punktes, für den 
M,—=0 wird. Nach vorstehender Gleichung findet man: 
Xo L kë— yY 


t 2 Zu (Ko — Po) 


Setzen wir diesen Wert in die Gleichung für ig ein, so ergibt sich: 


KEN 


q? x SIS 
A. ——— zs o 
ESA... om 
Das Kämpfermoment M,, zugleich der größte negative 


Wert AM. nimmt (mit 8-1) den Wert an: 


Yun TEE Er = .. oan 
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a 


Die Gleichung (130) 'ergibt ein Maximum für Ze 


= für 
diesen Wert von 7 tritt also der größte positive Wert Mas 
auf mit 


Bis (Xo? a 
Seel — rss ex A 


Der Verlauf der Momentenlinie in der linken (unbelasteten 
Bogenhälfte ist der gleiche wie in der rechten, nur die Vorzeichen 
sind umgekehrt. Es wird nämlich für die linke Bogenhälfte: 


MH, max — 


y3 


e ZEN < gF f 
M, == (f — HI A x= A "A 


MT 8 1 blka — ph’ 


Hier ist x mit seinem 
Absolutwert einzusetzen. Da- 
nach ergibt sich der in Fig. 243 
dargestellte Verlauf der Mo- 
mentenlinie für Belastung links. 

Wir stellen das Ergebnis 
der Rechnung zusammen: 

Bei Belastung der einen 
Bogenhälfte mit g t/m wird das 
Scheitelmoment 


M,—0. 


Man kann also im Schei- | Li! A 
tel ein Gelenk annehmen. Der ` Salz Kë — 


Horizontalschub H hat den 


Fig. 243 
Wert 
gr il 
H IF . (183) 
Die Scherkraft V im Scheitel berechnet sich aus der Gleichung 
iR 
r-7 see, - (89) 


Das größte positive (bzw. negative) Moment im Abstande E 
von der Mitte wird 
ua‘ 


Se "SA 
Die Kämpfermomente haben den Wert: 
E? a o Ek 
4 WI 
Das positive Vorzeichen gilt für die unbelastete Seite. 
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Anmerkung: In all diesen Gleichungen berechnet sich der charakte- 


ristische Wert, nämlich das Abstandsverhältnis‘ KE nach der Gleichung (179): 


E 1 kè — ln (1 -+ ko’) 
T Ike — are tg kp) ` 
Für sehr kleine Pfeilhöhen nähert siĉh diese Größe dem Wert 8 und 


wird unbestimmt. Bei diesen Systemen wird die Gewölbewirkung unklar oder 
fraglich. 


b) Einfluß einer gleichmäßigen Vollbelastung des 
ganzen Bogens mit q t/m. 

Dieser Einfluß ist aus den vorstehenden Ergebnissen ohne 
weiteres anzugeben. Das Scheitelmoment hleibt O und der Hori- 
zontalschub verdoppelt sich, da die Belastung links wie rechts den 
gleichen Einfluß hat. Die Scherkraft und die Kämpfermomente da- 
gegen werden 0, da die Belastung rechts den gleichen Einfluß, aber 
mit umgekehrten Vorzeichen, hervorruft. 

Man erkennt also, daß die Momentenlinie sowie die Stützlinie 
diejenige eines Dreigelenkbogens ist, dessen Gelenke in der Achse 
liegen, und zwar im Scheitel und an den Kämpfern. Daraus folgt 
dann ohne weiteres, daß die Stützlinie überhaupt mit der paraboli- 
schen Achse zusammenfällt, da die Parabel das Seilpolygon der 
gleichmäßigen Belastung ist, so daß hier allgemein M, — ist. 

Diese Belastung stellt also einen ungünstigen Belastungsfall nicht 
dar, und man begnügt sich daher durchweg mit der Untersuchung 
der einseitigen Belastung. 

Anmerkung: Es sei noch erwähnt, daß auch bei Berücksichtigung der 
Normalkräfte das Scheitelmoment den Wert 0 beibehält; es ändert sich da- 
gegen in etwa die Scherkraft V und damit auch das Kämpfermoment und die 
Momente A. 

c) In gleicher Weise findet man für einseitige Überschüttung 
die Werte 


2 + Io! LA 1 Ki —2 (ka — yo) 
96 K? Ko — Fo 


ne. 
u E eA 5 [k — 3 (ko — po)] 
hiina aE uaa a 
M E O 
NA. Dëll 


0 eg) 
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Damit finden wir für das Scheitelmoment M, folgenden Wert: 
[am] [ab] 


SZ [aa] [aa] >? 
gef 1 kè — 3 (ko — Fo 
72 Ko Co 
1 ko— Fo Jol Babel: tk —3ik, sall 


l 
Zb po Bi poko — 3k — Fo) 
xm IEL AIS — 3 — go] — 9 kè (ko — go) (185) 
360 ki foki — 3 (ko — po) 
Der Horizontalschub H ist gleich X,: 


gol 1 3goki —5 [ki — 3 (Fo — ail 


X, =H = —— . . . (186) 
60 k? po ko — 3 (Ko — gd 
d Bei Überschüttung des ganzen Bogens ist: 
xX, =0. 
=H guf Za — 8 — 3 (ko — po)] (187) 
30 ki [pokò — 3 (Fo — gll 
Zu oui? 5% -3 — H)] — 9 kò (Ko — po) (188) 
180 ki [pokè — 3 (ko — go)l 
Die Kämpfermomente sind dann: 
I; D äi ab 
ne-T7 ect [p E Kai 
en 
CET Pokot 
Poko — (ko— Po) Jol 3 Poko —3 ko — 3 (ko all 


T Toko” — 3 (ko — po) 30 ko [Pok — 3 (ko — po] 
gl 3go (kò 1) (kè + 5) — ko (13ko — 15) 
90 ki [poko — 3 (ko — po) ] 


Es soll noch das Moment an einer beliebigen Stelle angegeben 
werden. 


Ben (189) 


P 
EC 


ot Ak Le [s pe _ Spki—5iki—3 el 
goki —3 (ko — po) 
pei i3 pA kio) 


: (190) 
poko — 3 LS, => Po) 
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Dieser Wert hat Maximum und Minimum für k==0 (Scheitel) und 


r 1 5[k > — 3 (k Kee, 
OESCH 
e) Temperatureinflüsse. 


Aus den Gleichungen (171) und (172) findet man für ungleich- 
mäßige Temperaturänderungen 4t allein 


1 EJ, k o— P { EJ \ 
bed T eme aA E H E N eu 
[bt.1| = 37 ef, Et A TA d T E ) 

2—3 (k — 
edip EIs Poto 3 ko Po) 
d, 3 Foko 
Da Bi a ist, so wird: 
2ko 3 Poko 
Der Horizontalschub 
97% d 
Gët BAR E Ae Ko 


SC TE Ee e (191) 


Das Scheitelmoment M, wird dann: 


EJ, k 


l kg BJ, E 
M=X ss fe, Atf e N. nl a E, D. 
u= x, d Ze h Ze EC 
EJ, 
M;,—= X,=e-Ät = 222.2. (192) 
8 
Der Wert X, wird gleich Oo. 


Die Kämpfermomente sind einander gleich, und zwar wird 


Bert msi Fra +) . (193) 
Ein beliebiges Moment wird: A. = M „a +22). 
Für gleichmäßige enperaktränderung tö 


(Temperatur- 
änderungen der Achse) ergibt sich nach Gleichung (1 71) und (172) mit 
At= 0; 


[bt-1]= [bä]. 


ny ENED, pokò 


+ O o (199) 
l Foko — 3 (ko— po) 
e I bam 
E ee E 
E Kr ko 299 b 
Mën AEN BE So kolko— g) 


ge . (195) 
Goko — 3 (ko— Fo) 
X =ð. 
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in 
D9 
or 
a 


Damit werden die Kämpfermomente 


[| Lk H 
I = EE WS eege ECH 
Zeit ba ko 27, 92 AË 


E-to- EJs Beti e-a 


p 
ti foko o— go) 


(196) 


f) Infolge von Widerlagerverschiebungen, für die in den 
Gleichungen (173) bis (175) die Verschiebungen angegeben sind, 
findet man 


1. für Ôa 
x, =% = 0 
HM Hat, (19%) 
KI i 
GM E Er 
2 l Kko— go 
Damit werden die Kämpfermomente 
„3 1 
im A E E 
27 Ro— go 
Das positive Vorzeichen gilt rechts. 
2. Für ôg 
Der Horizontalschub wird 
___lbwı] ___ [bi] 
a [bb.1]  [bb.1] 
H= X, = Boot — EJ, (200) 


NOT EEN mr. 


Für das Scheitelmoment findet man dann: 


o [au] Tal, [ab] 
KE [aa] laaj” RT [aa] "` 
l (ko — To 6- A Po 
ar ans...) A e aE 
Zë U Lëebe — 3 (ko— gell z i 
-e 3 ko (ko — Po) 
E E, HE -yi -EJ,. (201 
mad E pokè — 3 (ba fol Ser 


Die Kämpfermomente sind damit 
Ik, 


LANE HEN, 
` fe o 


=. ôn EJ, 
P [pok — 3 (ko — pell S 
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Bko Foko — (ko 


W= = ) by- EJ, | 
E pike — 3 (ko =. (202) 
__Foko” — (ko— fo) 1 
ko— fa Ms 
3. Für die Verdrehungen 9, und 8. findet man: 
w i l ko— 
[bw.1]=— F(b, + 8) EI, EE 
ko = Fo 
oder mit oh, 
d- p, [ko— o \ 
b j= DU 20 k BJ 
w.ij 2 EA oj š 
—_ l Foko — Poly — 0) EJ, 
2 kofo S 


3ko Foko — (k o — Fo) 
= 2 = >22. - Pe a ) RA 
Has REECH (9,+-9)EJ, (203) 


X= SR 49 )EI—; (ko SH > 
e, ER, 
ge — 3 (ko— Po) Ze, EI, 
ar de 
I= 3 50, —)EI,. 2.2.2.2... (205) 
g) Einfluß einer wandernden Einzellast 1t. — Ordi- 


naten der Einflußlinien. 

Setzt man die in den Gleichungen (176) bis (178a) angegebenen 
Werte der Verschiebungen ein, so erhält man die nachstehenden Größen 
der Unbekannten. Diese Werte stellen die Ordinaten der Einfluß- 
linien dar. 


BER I A 
E E E — A k — EI 
e [ee] "AE 2a — £) — (ko U 
pm — UN een nn nn. (206) 
Die Unbekannte X, berechnet sich wie folgt: 


[bm.1] 


Se Gene E [eb] 
ee) 


X 


X= M, =— 


I= — 
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Der Nenner [bb.1] wurde bereits berechnet: 


[bb .1] = 


$ 1 


et La [Fok — 3 (ko — Fol 


Der Zähler [mb.1] bestimmt sich wie folgt: 


Lë 
ekip, — P) + (ko — E} — ul 


D Les 72 
zg g zpi oT OS w] 
2 ko 


Somit ergibt sich für die Unbekannte X, der Wert: 


3 Ko [2k (po—p) — (yo—Y)] + go Un If 


S 
Str Po— P) — (po — PI] the —kr 
Fo Es 


i Foto — 3 (k, — po) 


= H— 


2 


ko [yo k? — 3 (Ki SCHT 


Das Scheitelmoment X, ergibt sich zu: 


Ra wen E E 
rn [aa] [aa] Gs 
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Tg GN [2 k (p —el-— — w] + ET) 


(207) 


Setzt man die gefundenen Werte ein, so findet man nach ent- 


sprechender Vereinfachung: 
Lë) Ro” CD k EZE == oi = (Yo —%)]-4-3 (Ko—$o) (ko— k)? (208) 
Eke gok? — 3 (ko — go) 


In ähnlicher Weise wie vorher lassen sich Formeln für Kämpfer- 


momente und beliebige Momente ableiten. Man findet z. B.: 


Po ko” — 3 (ko — Po) 


. 2 (go — P) — 2 (ko — k) k (wo = 


ko — Po 


EK ko? [k (£o — €) — 3 (Yo — Y)] — 3 Fo [Po ko’ — (ko — gell (ko — EI 
al 


(209) 


$ 15. Zweite Berechnung des beiderseits eingespannten 


elastischen Bogens. 


(Vereinfachende Annahmen über die Querschnittsverteilung.) 
In den vorhin entwickelten Formeln ist die Annahme gemacht, 


= z 
cos? o 


daß das Trägheitsmoment eines Querschnitts im Abstande x von 
der Mitte 
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sein soll. Diese Annahme ergab sich aus der Bedingung, daß die 
Höhe des Querschnitts bei x ist 
d. 


cos ¢ ` 


Es wurde schon erwähnt, daß im allgemeinen die Berücksich- 
tigung des genauen Wechsels der Querschnitte hier nicht von großem 
Einflusse ist. Wir wollen deshalb im folgenden eine andere An- 
nahme über die Querschnitie machen, die einfacher zum Ziele führt. 


Es sei: 
J, J, 
J=- s == cos f.. .... (CS 
WEN J cosg (210) 
Daraus ergibt sich, da 
dx 
š = ——— 
cos ¢ 
ist (Fig. 244), 
de =de. ... 1) 


I. Wahl des Grundsystems und der Unbekannten. 
Berechnung der Koeffizienten der Unbekannten X. 


Als Grundsystem wollen wir diesmal den einfachen Balken 
auf zwei Stützen wählen (Fig. 245). Als Unbekannte wählen wir (wie 
in $ 10) Lastengruppen, die die Sym- 
metrie auszunutzen gestatten. X, ist 
der Horizontalschub, X, und X, sind 
Momentengruppen an den Auflagern; 
bei X, sind beide Momente gleich 
mit gleichen Vorzeichen, bei X, sind 
sie gleichgroß, jedoch mit umgekehr- 
Fig. 245. tem Vorzeichen. Die Momente infolge 

der Belastungen X= 1 sind: 


Infolge _X,=1 wird an der Stelle «: 


gv) 
m=y=r (2) E 
L = 


Infolge Y, = 1 wird: 


M, =1. 
Infolge X, = 1 wird: 


Damit ergeben sich folgende Verschiebungen: 


[aa] = fads + Jh — 8j dä, 


IV 775 
pa 
or 
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+1 


— p SS 27 Cu JS 
cl: dk j TAT” \T/? 


—1 


= f?" [2 —$-2 EEN 
[laa] =f; 
[ab] = (3n M,ds = ; 
e 97 
Jr) ee. 


GIE e 


[dd] = 27; 


41 
12 J, en =). a 2 . 
EEN HEET de= S l; 
q 


[ce] = 21. 


Die Werte [ac] und [bc] werden zu 0, da sich bei beiden für die 
linke Systemhälfte (wo M, positiv wird) der gleiche Wert mit positivem 
Vorzeichen ergibt, wie für die rechte Hälfte mit negativen Vorzeichen. 

Aus diesen Werten findet man weiter: 


5 4 l 

Bb, ben De? 
l 
[bi Us, 


II. Berechnung der Unbekannten X und der wichtigeren 
statischen Größen für verschiedene Belastungen. 


Die Gleichungen für die Unbekannten sind: 


= [em] } 

gg 

a KE, oan. @9 
[em] Teil 

Xa — Taa] [aa] er) 


Pirlet, Statik. II. 2. 17 
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Zur Ermittlung der Unbekannten sind noch die Absolutglieder 
[am], [bm] bzw. [bm.1] und [cm] zu berechnen. Mit den Unbekannten X 
können dann beliebige Werte S bestimmt werden nach der Gleichung: 

S = So + Sa RL BEER E 

Im folgenden sollen verschiedene Belastungsfälle berücksichtigt 
werden. 

a) Einzellast P im Ab- 

Fig. 246. stande ¢ von der Mitte (Fig. 246). 

Die Momentenfläche des Grund- 

systems infolge dieser Last 

(M,-Fläche, vgl. Fig. 246a) hat 
die größte Ordinate 


r l E " 
m=i H — (5) P. 
Die Ordinaten links und 


rechts von &(M,, und M,,, vgl. 
Fig. 246 a) haben die Gleichungen 


Pl Ze J 
Fig. 246a. Mz, = SCH H — =) H as a 


Damit wird: 


jam] = fa,- 31,- as- 7 


SEELEN 


Ed) 


=l 


WEIEN 


t=% 


Darin ist E zunächst als Konstante zu betrachten. Die Aus- 
wertung der Integrale ergibt: 


an 1-16] 
Der Wert [bm] ergibt: 


J 
[dm] — [na KS 


+1 
= [ M,M,idx. 
= 
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Dieser Wert ist der gleiche, wie er sich ergeben würde bei 
geraden Balken von der Länge L=2I! mit konstanntem Quer- 
schnitt. Da die M,-Fläche ein Rechteck mit den Endordinaten 1 
ist, so wird, wenn „—=1—£ der Abstand der Kraft vom rechten 
Ende ist: 


PA Se, 

3 ER 21)’ 

PP 3 i 3 

2 (1-5 ur? 

P er 
Blees 1- T/L 


Für [cm] findet man den Wert: 
[cem] = f M, AM der, 
der aus der gleichen Überlegung wie vorher ergibt: 


PL? 
[em] = 6 Je — ĉa); 


Weiter findet man: 


bm. 1] = 2 E _ Ei sch — 
NEEN 


EE ECH 


Damit ergeben sich jetzt folgende Unbekannte: 


=P} $j ($) 
ie Be Sie e o o DÉI 


Le 


ner NT... 
z=- 
EECH 
EECH 
Sa e ENK E. T 


Aus diesen Gleichungen lassen sich schnell die wichtigsten 
Momente ableiten. Für die Kämpfermomente findet man z. B.: 


menir Rih Dal em 


Das positive Vorzeichen gilt links (vgl. Fig. 245). 
Das Scheitelmoment wird: 
M,=Mso-+fX, at: 


Pir EN 15 Pl; | wa 
=> |1— = = 


ERAN 


Nach gehöriger Vereinfachung ergibt dies: 


ef Deh aah Ten 


Diese Gleichung gilt für Belastung der rechten Hälfte. Bei 
Belastung links ist im ersten Glied (1+%) einzusetzen. Es ergibt 


dieselben Werte, da dann é negativ ist. 
Unter der Einzellast entsteht das Moment: 
M:=M, CH X, HM, X, +M, X, 


ae -are 
Ce ECH 
aial “Hg 14 UI e, @I8) 


> 


NB. Die Werte der Gleichungen (217) und (218) müssen für > — D einander 
gleich sein. In der Tat nehmen dann beide den Wert Š Pi Si? 
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Der senkrechte Auflagerdruck A am linken Auflager wird: 


Ae de AE 
SEN 
ENT Aw 
ee] 
EE aw 
Am rechten Ende wird: 
kaaft 


=70 +$ e- 3) 


Das Moment an einer beliebigen Stelle x 
drückt man am zwekmäßigsten aus durch 
die Auflagerkräfte M, A und H=X.. 
Man findet (s. Fig. 247): 


Für r, <é: 


T 


Ab Au Ber AD 
Für az >é: F 
Man M+ B4) +E JS 


Nach den Gleichungen (215)— (217), (219)—(222) sollen noch die 
Ordinaten der Einflußlinien für die Zehntelpunkte angegeben 
werden. 

Die Einflußlinie des Horizontalschubes hat die Gleichung 


ZA 
I 


dk X dE 


l 
H=X fu p 
Darin ist 
15[ EN? = 
DEER 


Die Einflußlinien der Kämpfermomente ergeben sich in der Form: 
1. Linkes Kämpfermoment: 
ee. zs uprl. 

Darin ist: 


est 


2. Rechtes Kämpfermoment: 
ME 


262 Vollwandige Systeme mit gekrümmten Achsen. 


BEZ d IT Bj E 
EE rn u 


Für die Einflußlinie des Scheitelmomentes findet man: 
M,=u,!. 


Darin ist: 


Darin ist: 


EE 


Für die Auflagerdrücke findet 


ek 


Für ein beliebiges Moment finden wir nach Gleichung (221 
und (222): 


tale 


EE a 


Die verschiedenen Werte für u sowie A und B sind in nach - 
stehender Tabelle für die Zehntelpunkte zusammengestellt. Die Ein - 
flußlinien sind danach in den Fig. 248 bis 251 aufgetragen. 


x | | 
T | Up | Uki | Ukr Us | A B 
| 
0,0 — 0,469 0,0625 0,0625 | 0,0937 0,500 0,500 
0,1 — 0,459 0,0835 0,0340 | 0,0493 0,425 0,575 
0,2 — 0,432 0.0960 0,0000 0,0160 0,352 0,648 
0,3 — 0,388 0,0995 — D ‚0369 — 0,0069 0,282 0,718 
0,4 — 0,331 0,0946 — o 0735 — 0,0203 0,216 0,784 
0,5 | — 0264 0,0720 | —0,1055 | — 0,0254 | 0,156 0,844 
0,6 — 0,192 ! 0,0640 | — 0,1280 — 0,0240 0,104 0,896 
0,7 — 0,122 0,0430 — 0,1355 — 0,0181 0,061 0,939 
0,8 — 0,061 0,0225 — 0,1205 — 0,0102 | 0,028 0,972 
0,9 — 0,017 0,0065 — 0,0790 — 0,0031 0,007 | 0,993 
10 | 0 0 0 0 0 1,00 


Fig. 248. H-Linie (Werte ug). 
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15. 


UN 


Us). 


nie (Werte 


M,-Li 


Fig. 249. 


SEENE our 


5660 0+ 


Af Linie (Werte ri) 


250. 


Fig. 


4-Linie. 


Fig. 251. 


teu 
ago 
kk: 
SE 
AES 
2182 
= 
E Bo 
AR 
CO 
R.S 
Aan 
rg A3 
o UI 
200 
KH 
KK 
Gë 
Gr" S 
dë 
2.8 
KKK 
T 
Da 
[aB 
+d 
AE 
ag 
wg g 
a o > 
Eed 
Ciir g= 
Ö fe 
m H bp 
GEES 
N 
o ung 
T wë Eu 
Azn 
D O 
„HB 
wA o 
RE 
eur 
PER g 
32858 
H a gë 
KE 
KE 
EK 
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Die Maxima und Minima dieser Kurve findet man aus der Gleichung 


IE 
VC 
DS 
EHNEN 
Ze sl BEER.» E HR ERBE EC Ee WEE EE TECH t mu OBER 
Cd e ee dng AE de E kd Gitt 
di> t 
TE 
9 > ‚sl r / E27 DAT 
Siit Eol +5(2) - OË le 
el" CG SV ETS. SÉ Rar 
Diese Gleichung ist erfüllt für 
1. (Lef 
EN 
2 vr 
TEN T 
E Les +y/ 
3 \T/ Ey 57 
Mit diesen Werten wird 
2 
1. M: =z}. 
2 M—=0. 
: 3 3 
3. = - 311-2) Di 5.4) =5! 


Danach kann die Spitzenkurve leicht aufgetragen werden. 


b. Gleichmäßig verteilte Belastung q. 

Für die Belastung des halben Bogens (Fig. 243) können wir die 
zu suchenden Werte durch Integration aus den vorhergehenden 
Werten finden. An einer Stelle E ist auf einem Streckenelement d; 
die Belastung pd;. Setzen wir dies in obige Gleichungen für P ein 
und integrieren von O bis l, so finden wir den gesuchten Wert für 
einseitige Belastung rechts. Auf diese Weise sollen die wichtigsten 
Werte angegeben werden. 


Das Scheitelmoment wird: 


re ee] 
te 


Rascht RR (228) 


Der Horizontalschub X, wird! 
L 


gens 
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—_ 15pP 2 1> 
n 32 f H 3 mE J 
E RE DÉI DPI 


1 
FT FR: . (224) 


Da die Kämpfermomente sich aus der Gleichung M, = X,+ X, 
ergeben, so wird hier ` 


0 
ECHT _ 3,4 
- CA age 
3 ) 
A=-—pl, 
Ver | . (228) 
Bes | 
u; 


Das Moment an einer beliebigen Stelle x wird am einfachsten 
gefunden aus dem Moment M , der Normalkraft X, und der Quer- 
kraft Q, = A im Scheitel. 

Für die unbelastete Seite wird: 


22 (3447) Gë 
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Auf der belasteten Seite wird: 


ep rin. E 
M= 2.6) r+ eng? 
Ex x 
272542). 22222.0@30) 


Die Werte der Gleichungen (229) und (230) sind absolut ge- 
nommen einander gleich, haben jedoch das umgekehrte Vorzeichen; 
dies erkennt man leicht, wenn man bedenkt, daß in Gleichung (229) 
die Werte = negativ, in Gleichung (230) aber positiv sind. Wir 


schreiben daher am zweckmäßigsten 
m=F E t312). 222. (831) 


Diese Gleichung ist für beide Seiten gültig, wenn man x mit 
dem absoluten Wert einsetzt. Das negative Vorzeichen gilt dann 
für die unbelastete, d.i. hier die linke Seite. 

Der Größtwert der Gleichung (231) ergibt sich mit: 


x 3 
TP 
und zwar wird: 
PIE DER NER 
Für 2—=-— wird M= 


Anmerkung: Bei Berücksichtigung der genauen Querschnittsverhältnisse 
fanden wir, daß der Größtwert für M, auftritt: bei 


IT costy 
RS To 1 kr—%o 
2 4 ko (ko — Po) ` 
Die zahlenmäßige Auswertung dieses Ausdrucks ergibt für die verschie- 
denen Pfeilverhältnisse Werte, die zwischen 


1 a (i L=) 

gz g 7O31 für zi 

lro GE — 
und 37 = 93575 (für 31 I . 


schwanken. Im vorliegenden Falle haben wir dafür den konstanten Wert 
5 P=0875 . Die Werte der Größtmomente schwanken im ersten Falle 
zwischen den Grenzen: 
EIS EISE 
Ms = 16 -0,612 bzw. <—-0,512. 
Im letzteren Falle ist konstant 
Maar —#E.0,5625 5 
Das Beispiel zeigt, daß der Einfluß der Querschnittsverhältnisse gering ist. 
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Bei beiderseitiger Vollbelastung werden wieder sämtliche 
Momente zu 0, da sich gemäß obiger Ausführungen über M, beider- 
seits zwei entgegengesetzte gleiche Momente addieren. 

Der Schub wird: 


Das größte Scheitelmoment infolge der Nutzlast p ergibt 
sich gemäß der Einflußlinie Fig. 249 bei Belastung des Teiles zwi- 
schen den Belastungsscheiden, 
der kleinste Wert bei Belastung 
der beiden Teile außerhalb der mr 
Belastungsscheiden. Diese beiden Dj 
Werte müssen absolut genommen 
einander gleich sein, jedoch mit 
umgekehrten Vorzeichen, da ihr 
Gesamtwert (Vollbelastung) den 
Wert O ergeben muß. — Die Be- 
lastungsscheide liegt ungefähr bei 


2 = 0,275. 


Für die Belastung einer Strecke vom Mittelpunkt aus (Fig. 252) 
findet man für M, aus Gleichung (217): 


PR IN RE -a-e 
TECH 


Setzen wir darin für R den Wert 0,275 ein und multiplizieren 
mit 2, so ergibt sich als Größtwert für M, infolge der Nutzlast p: 
M, ms = E 0,0224 pF . . . . . . (233) 


In gleicher Weise findet man für den Horizontalschub bei dieser 
Belastung, d. i. die Normalkraft im Scheitel durch Integration der 
Gleichung (205) über diese Strecke. 


.. . . (34 
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Das Größtmoment am rechten Kämpfer findet man in ähnlicher 
Weise. Die Belastungscheide der Einflußlinie liegt gemäß Fig. 250 


bei $=0,2. Für die Belastung von Strecke E wird: 


Daraus wird mit E02: 


M „== 0,006255 př. 
Dazu kommt für die Belastung der linken Hälfte 


> 


16 = 0,0625 DÉI, 
und man erhält: 

Mpy max = + 0,068725 PP? . . . . . (236) 

Für den Horizontalschub findet man in diesem Falle: 

15 p? ( 2 1 ) pl? 1 

ee NEL gu 

e 32 f GER RER 4 f 
u. ST 


B=0,2725p1 . . . . . (238) 


Aus B und H kann dann die Normalkraft am Kämpfer er- 
mittelt werden. 


c. Überschüttung. 

Die Überschüttung stellt eine pa- 
rabelförmig verteilte Belastung dar 
(Fig. 253). Bezeichnet man die End- 
ordinaten dieser Belastung mit g, (vgl. 
§ 14, 8.240), so ist ein Zwischenwert: 


EK 
Et 
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Setzen wir also in die für eine Einzellast P gefundenen Werte 


P= g (2) dě und integrieren von 0 bis l, so erhalten wir als 


Resultate für rechtsseitige Überschüttung: 


ar \ 29a 
! WR de 
a zo JI II dn 


X 
_r__A__rt Š 
—H=X,= F . (239) 
„Ml | GT HR GE) £ 
ig 5 l C SA7 2) Zë, 

d 
- P o 
X, =— 9 a ez wë ap k e Zei . (240) 
l ei See 
9l aT 
x=% f AAN a 
0 
Bu A A AN CW 
c 048 
Damit wird: . 
Jo? e 1 sl 
WR eet JO —_ EE Faa "lb p: 2492 
4 Se +95 ail 105 48 a 


wobei das positive Vorzeichen links, das negative rechts gilt. 


H 


we Bel Tee II e 


32, 
ô 

E ee un e e w 
Me rue eeeen: (243) 

Bei beiderseitiger Überschüttung wird: 
u ME 244 
KH... 00 
= g? 245 
Zeil — eures ) 
E, . (246) 
u. nn. (a) 
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An beliebiger Stelle wird: 
1-6) 
H. 15 d 7 Ih 
y HP "oa Jot ch fl Le 
eil pi 105° 
NÉI a -e 
RE 30 35 30 bs 3 , , . (248) 
Es kommt häufig vor, daß die Überschüttung eine Neigung 
erhält; es wäre dann von den vorher angegebenen Resultaten der 


Einfluß einer dreieckförmigen Belastung abzuziehen, die ihre 


Spitze im Scheitel hat. 


wert g = go S 


l 
u Busfil-6)Ta--ae 
o 
EE 
` ` = eag e 172 
sa l- e 
o 
Also findet man hier 
DEE ERC RER 


ge È 
Mes 
Für beiderseitige Last wird: 
172 
59 1 
daper O 
ge É 
EE 
E sf, . 
WE f 


Man findet dann in gleicher Weise wie vorher: 


(249) 


Mit dem Endwert g, wird ein Zwischen- 
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Anmerkung. Man kann diese Neigung auch von vornherein durch ent- 
sprechende Wahl des Wertes g, berücksichtigen und mit den Formeln (239) bis 
(248) rechnen. Dies würde einem Verlauf der oberen Begrenzungslinie nach 
einer flachen Parabel entsprechen. 

d) Der Einfluß von Temperaturänderungen soll wieder ge- 
trennt für eine ungleichmäßige Erwärmung At (Is OI und eine 
gleichmäßige Erwärmung t(4t=0) angegeben werden. 


Bei ungleichmäßiger Erwärmung wird 


[at] =— EJ, [e as. f [i DI . 


Wir setzen hier 


d, 
cosg’ 
NB. Diese Annahme stimmt allerdings mit der Annahme J = E nicht 
überein; danach müßte z. B. bei rechteckigem Querschnitt d= — ds ge- 
| cos 


setzt werden. Wegen der Geringfügigkeit der Temperatureinflüsse kann jedoch 
obige Annahme als ausreichend gelten. 


Man findet: 
+1 
EJ, ue EN 
ref) 
a -1 
4 EJ, 
[a] =— g fle- At: SC" 
l +1 
[bi] = — EJ, P- BR RR dv. 
S g * d, 
-i 
Die ae 
ts 
[ct] = 0. 
EJ, 5 4 EJ 
— _ 9. As He ARE, 
[dt.1] Le: At D TIF zredi T 
l EJ, 
bt1]=— gege Ce 
2—e..4. a] 
wt ZEECHNEN EEN T 
E zs DU 1202) 
X,=0 
Die Momente betragen über den ganzen Bogen: 


EJ, 
d 


8 


M= xX, =£- dt- (258) 
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Bei gleichmäßigen Temperaturänderungen ergibt sich: 
lell=— EJ fe-t,-ds-N,: 
1x ; e 
Es ist darin de und N, = — cosp (Zugkraft), also: 
m ; 


+7 
[at] = EJ, e-t ds. 
-I 


[at] = 21-81, EJ,- 


[bi] = — EJ,-[e-t,-ds-N,. 
Da N,=0 ist, so wird 

[di] =0. 

[ct] — EJ Se-ty-ds-N,. 


Da DEE oe in der einen Hälfte Druck, in der andern 


Hälfte Zug ist, so heben sich die Einflüsse beider Hälften auf, und 
es wird [ct] =0. 


Damit findet man: 


R 15 1 
zer Te, | 
45 1 dëi (259) 
ea ee -E-J Í 
X, I F ect E d 
X=0. J 
Für die Kämpfer- und Scheitelmomente ergibt sich: 
15 1 
M Ek Zu gt A EJ, | 
2 =... (260) 
EE 


ei Einfluß von Widerlagerverschiebungen. Es sollen 
wieder drei verschiedene Fälle betrachtet werden, nämlich eine 
Vertikalverschiebung A. des linken Auflagers, eine Horizontalver- 
schiebung öz des linken Auflagers und Verdrehungen A. und 8. der 
beiden Auflager. 


1. Bei einer Vertikalverschiebung ö, des linken Auflagers 


nach oben (Fig. 236) ergibt sich nach der Gleichung ul = — ZLi|lw] 
= 4, S Òa : 

[aw] =0, da A, =0. 

[bw] = 0, da 4, =0. 


1 
le]=T7d4EJ,, denn A. — 


| 


$ 15. Zweite Berechnung des beiderseits eingespannten elastischen Bogens. 275 


Also wird: 
X, un A, =ü | 
{ 9 
S >43 s e es cam d WOU 
Äere ba EJ, | 
Das Moment an einer beliebigen Stelle x ist mit M, = — ` 
E 3 í x e 
eV er, Zah: SE Gla 
M 7 X 3 F ða EJ, o (261a) 


2. Bei einer Horizontalverschiebung öy des linken Auf- 
lagers (Fig. 237) findet man in gleicher Weise: 


[aw] = H. än EJ, =— On E, denn H,=1. 
bw]=0, daH,=0. 
leo] —=0, da H,= 
e 5 
[bw.1]= E 
51 
y=- yi El, 
15 5 15) 45 1 (m 
Ə , 2 ə D 
KE E et BE 
a wirt ar "TAE" aer Ir "e ei 


A 
ke - (263) 
| 


3. Bei Widerlagerverdrehungen d, und A. in Richtung der posi- 
tiven Einspannungsmomente (Fig. 240) ergibt sich: 


[aw] =0. 
Del —=— (0, +8,)-EJ,- 
[cw] — (9, —9,)-EJ,. 


[bw.1]= [b]. 


arä JL, 
EA = gäil EJ, ] 
- AT?) 964 
x N, g (264) 
vo 3m 


D ai s j 


Es ergeben sich damit folgende Momente: 
Pirlet, Statik. II. 2. 18 
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EE EE 

a | 
Y,=- hT 3 2. EJ ` (265) 

= l 

M = X, — f X, = ECHT 

Se el s g EI AA r “s j 


§ 16. Zahlenbeispiel zu $ 14 und 15. 


Im folgenden soll ein Gewölbe mit den in Fig. 254 angegebenen 
Abmesungen nach den in den vorhergehenden $$ 14 und 15 er- 
mittelten Formeln berechnet werden. 


F Zum Vergleich soll dann ein Kreis- 
IS bogen mit denselben Abmessungen 
S #----- "> untersucht werden, unter Aufteilung 
Ge Vesper ` der Bogenachse in Elemente ds, 
Fig. 254. die als geradlinig betrachtet werden 

können. 


1. Verwendung der in $S14 abgeleiteten Formeln. 


a) Für einseitige Belastung des Bogens mit q = 0,5t m ergibt 
sich nach Gleichung (183) die Horizontalkraft 


Das Scheitelmoment M, ist gleich 0. Für ein beliebiges Moment 
ist im Abstande x vom Scheitel nach Gleichung (180): 


Für E wird M,=0; man findet nach Gleichung (179) 


Es ist: 
ko = tg Po = t 0,4; k —=016; 1-bk?=1,16. 
Yo = ln (1 + ko) = 0,148420 (= 1n 1,16 = ln $$ = In 29 — 2 In 5). 
Lë — Yo = 0,011 580 . 
go = arc tg kọ = 0,380506 (nach Tabellen oder mit Hilfe der Reihe 
arc tg ko= ko — -y tp y T 


ko — Pa = 0,019 494, 
ko (ko — po) = 0,0077976, 
2 k, (k, — p,) = 0,015595. 
o Eo — Po 
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Daraus ergibt sich: Fig. 255. 
g =05 tim 

® 0.011580 SH 

Zo —_ 2 — 0,74253. 

l 0,015595 
Die Momentenfläche hat also für 

& to 


Sek = 0,74253 den Wert O (s. 
Fig. 256; vgl. auch Fig. 243). 
Für E =1 (am Kämpfer) wird 


g1? 


M, =+ (0,74253 — 1) 
EEN 3 e 
_ L 025747 =— 3,894 mt. 
p 12, _. m 
Mit — =T wird der Größtwert 
1 ar. 74253? — 2.08 
mas 6 \7)) 78 0,742 537 = 2,08 mt. 
b) Bei Belastung beider Bogenhälften mit 4 = 0,5 t;m wird 
M, =0, 
H= 13,75t. 


c) Bei einseitiger Überschüttung findet man den Horizon- 
talschub nach Gleichung (186). Für die einzelnen Werte ergibt sich: 


5 [k — 3 (ko — po)] = 5 [0,064 — 0,058482] = 0,027589, 

3 o` kot = 3 -0,380 506 - 0,0256 = 0,029 223, 

3 Po kot — 5 [ko — 3 (ko — Fo)] = 0,001634, 

Po kaè = 0,060881, 

Po ko — 3 (ko — Po) = 0,002 399 . 

Gef ie 
2 2 


á 


Damit wird, wenn 


0 
1,6-11? 1 0,001634 
120 0,16 0,002399 
Für das Scheitelmoment ergibt sich nach Gleichung (185): 

9 ko? (ko — po) = 1,44 -0,019494 — 0,028071, 

5 [kr — 3 (ko — Pol] — I ko? (ko — Fo) = — 0,000 482. 
1,6-11 0,000482 ` 
720-0,4 0,002399 ` 
1,6-11? 1 0,0256— 2-0,011580 


XY Hz = 6,87 t. 


X, =M, = 


1.4875 mt. 
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Das Kämpfermoment der belasteten Seite ist gegeben durch die 
Gleichung: 


DEER E ET EE 
ar 2 U _ 148754 22.687-11-0.79, 
= — 13.19 mt. 
An der unbelasteten Seite wird: 
M.„=+1 2%, -fI,-1-X,. 


= — 1,4875 —- 2,2 -6,87 — 11 -0.79 = 4,94 mt. 
d) Bei beiderseitiger Überschüttung ist damit: 


X, = M, = — 2-1,4875 = — 2.975 mt, 
X, = H= 2- 6,87 = 13,74 t. 
X, = — 0,79—0,79 =0. 
U, = M, = M, = — 13,19 — 4,94 = — 8.25 mt. 
Letzterer Wert kann auch aus Gleichung (189) gewonnen werden. 
Man findet 
1 e Lë 1173 0,350506 - 1,16- 5,16 — 0,4 (13. -0,16 — 15), 
a 180 '0,4-0,002399 
1,6-11? 6,8326688 — 6,832 
0180 °  0,4-0,002399 


1,6-11?-0,0006688 
180-0,4-0,002399 ` 
= — 825 mt. 


| 


e) Als Temperaturänderung soll eine gleichmäßige Erwärmung 
um Les 15° und eine ungleichmäßige Erwärmung um At= 15° bei 
= d berücksichtigt werden. 
Man findet nach Gleichung (191) bis (196) mit d, = 23 cm: 
1. Für dt=15), 


H= dt- Ce F e. B-J = SE: e: EJ. 

= 0,000475 e- E-J. 
Für Beton ist e= 0,000014, E= 200000 kg cm?, 
j= 100.23? 
= iz 
Damit wird 
H = 0,000 475 -0,000 014 - 200000- 100000 = 133 kg. 


200000. D 
M = 0,000014-15- ia Se SE = 183 000 emke = 1,83 mt: 


= ~m 100000 em? 


M,=M,(1-+ k) = 1,83 -1,16 = 2,12 mt. 
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2. Für ss Lë wird 
12-.0,000014- IER 2.10? 0,060 881 
Ha" Oa0k 
1100? "0.002399 = 1050 kg. 
e Lfe H, -15 0,007 798 
u = == — 74500 z 
I, Im "0.002 > 14500 cmkg 
= — 0,745 mt: 
y 6 LA: 2 -10°.15 0,060 881 — 0,019 494 
RT 1100 0002399 ` 


= 158000 cemkg = 1,58 mt. 


f) Als Widerlagerverschiebungen sollen berücksichtigt werden: 
1.da=—5m 2 dng 5cm; 3. %,=10'—=0,00291 im 
Bogenmaß. d.—0. 
Es ergibt sich: : 
1 0,064 1 
Zu 1. = + <=. ——-__——:5-2-101° — — 135500 emk 
u tM =t 21100? 0,019494 A 10 135500 cmkg 
=T 1,355 mt. 
Dies Moment nimmt linear zur Mitte hin ab und ist im 
Scheitel = 0. Das positive Vorzeichen gilt links. 
6- 0,060881 


Zu 2. H=— eg -5.2.1010 — — 12600 ke = — 1 2,6 t. 
i 1100°.0,002399 WA ta 


0,4 0,058482 


M = — -52.101 — 806000 emkg = 5 t. 

I, 1100? 0.002399 5 96000 emkg = 8,06 mt, 
0,041387 ||, ` 

E 


3-0,4 0.041387 
3. Ce 02 10 — 99} 
wk deg 11007 0,002399 ERTL STR 5 kg. 


0,064 — 3 - 1,16 -0,019494 0,00291 


N = Se Di 10 
d 0,002 399 SET 71 
= 42400 cmkg = 0,424 mt, 
0,064 1 

sl es 002 2.101 — — 79 ke. 

r= 59194948 o HAUS EL 2210 ug 
M, = — 0,424 + 2,20-0,995 + 11 -0,079 = 2,63 mt, 
M, „= — 0,424 + 2,20-0,995 — 11 -0,079 — 0,89 mt. 


g) Es sollen noch nach den Gleichungen (206) bis ( (208) die 
Einflußlinien der Unbekannten X, und X, (d. i. M, und H) 
und 4=\, gerechnet werden. Dazu sind in gleicher Weise, wie 
vorher die Werte kos Pos Wos noch für die Zehntelpunkte die Werte 


In 
=] 
CO 
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x 
= T ko: 
€ ==arctgk, 
y=ln (1 EI 


zu berechnen. Diese Berechnungen sind tabellarisch durchgeführt und 
die Resultate in der nachstehenden Tabelle zusammengestellt. Zum 
Vergleich sind dort auch die nach $ 15 gefundenen Werte (s. Fig. 248. 
249 und 251) angegeben. 


Einflußlinien. 

u H A 108 

nach $ 14 | | nach $ nach S 14 | nach $ 15 nach § 14 | nach $ 15 |. l 
0,998 1,030 — 2,391 ‚345 0,5 0,5 0 
0,512 0,542 — 2,405 — RE 0,424 0,425 1 
0,147 Okt? — 2,255 2,16 0,350 0.352 2 

— 0,092 — 0,076 — 2,009 — 1,94 0,279 0,232 3 
— 0,226 = 0,222 — 1,702 ` — 1,655 0,213 0,216 4 
— 0,287 — 0,279 — 1,346 — 1,32 0,153 0,156 5 
< — 0,262 — 0,264 — 0,971 — 0,96 0,101 0,104 6 
— 6,192 ` — 0,199 — 0,608 — 0,61 0,059 0,061 V 
— 0,099 — 0,113 — 0,272 — 0,305 0,027 0,028 g 
— 0,029 — 0,0345 — 0,076 — 0,085 0,007 4,007 u 
0 W 0 0 0 0 10 


Die vorstehenden Rechnungen zeigen, daß man bei Verwertung 
der Formeln nach § 14 die Einzelwerte sehr genau ausrechnen muß: 
dies zeigen besonders die Rechnungen für die Zählerwerte der Glei- 
chungen (185) und (190), wo sich die zwei bzw. vier ersten gelten- 
den Ziffern bei der Subtraktion aufheben: 

[0,027589 — 0,028071 in Gl. (185) und 6,8326688 — 6,832 

in Gl. (190)]. 

Die Formeln des $ 15 sind weniger empfindlich, so daß man 
im allgemeinen mit dem Rechenschieber auskommt. Außerdem ist 
die Rechnung einfacher und schneller durchzuführen, ohne daß die 
Resultate nennenswerte Abweichungen zeigen, wie die nachfolgende 
Rechnung zeigt. 


2. Verwendung der Formeln nach § 15. 
a) Einseitig gleichförmige Belastung q =0,5t m. 
Nach Gleichung (223) ist A =0. 
Nach Gleichung (224): 
d = _ 05:11? 


= +8,78 mt. 
u, == T + m 
Nach Gleichung min wird die Horizontalkraft: 
EN bt LLa ges, 


t Af TI 4 
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Ein beliebiges Moment wird Fig. 257. 
nach Gleichung (230): 7=05 


05-11? æ / EA 
KIC E EE E 
E 16 J \ 7 b Geet" ` ` "ëch 
Danach ist die Momentenfläche in 


Fig. 258 aufgeiragen. 
Das Größtmoment 


' I r EEN 
M nas SS 256 0.5 -11 = 2,13 mt 
e Zi Fig. 258. 
tritt auf für — 0,375 SS 
bi Bei Vollbelastung des ganzen Bogens ist überall 
M=0, 


H=2-.6875=13,75t. 


ed Bei einseitiger Überschüttung ergibt sich aus den 
Gleichungen (239) bis (243) mit go = y, Te 1,6- 2,2 = 3,52 t: 


S 1,6-11” 
H=—-N\=- CR — 6,91t, 
3,52-11? 
T 2 DE? t, 
A 105 05m 


M=N+X, 
M, = 482 mt 
M, — 12,92 mt 
Be, = 
DE. it .52 mt 
250 


d) Bei beiderseitiger Überschüttung wird daraus: 
H= — X, = 13,83t, 


M, = X, = — 8,11 mt, 
M, = — 3,04 mt. 
Ein beliebiges Moment ist nach Gl. (248): 
3.52-11°[ lc) St T 
A WW —30i—) — 3. 
u, a AT AOT TA] 
r 4 2 93 
= — 1,014 | 35 E — 30 (2) +3. 


Danach ist in Fig. 260 die Momentenfläche aufgetragen. Da die 
Belastung g’ keine Momente bewirkt, so gilt auch diese Momenten- 
fläche für die in Fig. 261 dargestellte Belastung ohne g. 
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Fig. 261. 
,7=3,5Um 


el T- = 1146 Éim 
Dit EE 


Fig. 262. 


ei Es soll noch die Momentenfläche für beiderseitice Über- 
i 0,5 tm angegeben 


schüttung und einseitige Belastung mit y 
werden. Sie setzt sich zusammen aus. den Momentenflächen Fig. 258 


und 260 und hat die in Fig. 262 dargestellte Form. 

Die größten positiven Werte sind: 

Links: M = 2,81 mt, 

Rechts: M = ~ 4,70 mt. 
Der größte negative Wert beträgt: 

M „= — 11,89 mt. 

f) Einfluß von Temperaturänderungen. 
Es sollen folgende Temperaturänderungen in Rechnung gesetzt 


werden: 
1. dt= 15°, bss OS 2.dt=0, = 15". 
Zu 1. Es treten überall pa Momente auf von der Größe 
101° 


M=e- nn 15- 33 


= 3. 0,000014.15-2-101° — 975 kg, 


= 182500 emkg = 1,825 mt. 


WE 15 1 u EEE -1B00 z 
M, = — -yzg 0000014- 15-2- 10 = — 71600 enke 
= — 0,716 mt, 

M, = 2- 0,716 = 1,432 mt. 
g) Einfluß von Widerlagerverschiebungen 
Es sollen folgende Verschiebungen berücksichtigt werden 

l. ĝa = — 5 cem, 2. ĝg=5 cm, 3. = 10 = 0,00291 im 
Bogenmaß. Man findet: 
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Zul. H=(, 
M — 
3 1 0 
eier -2-10 = 124000 emkg=— 1,24 mt. 
- 45 1 
Zu 2. H=? a= "7100.30: °2. 10° = 11600 kg = 11,6 t 
15 1 S 
U = S ort 775000 emkg = 125 mt. 
M,=—2M,=—1l45mt. 
15-0,00291 
: e nn > A e_09Nn0k 
Zu 3. H= 1.330.1100 2.10 = 900 kg. 
u = — EET 0,00291 - 2 - 101° = — 39 700 emkg 


= — (1,397 mt, 
L 


M 2.10%. 0,00291 = 238000 emtg = 2,38 mt, 


23.1100 
BIO Z My = 0,79 mt. 


h} Die SE der Größen X, H und M, sind durch die 
Tabellen in $ 15 gegeben und dort aufgetragen (Fig. 248—251.. 


Vergleich der Ergebnisse. 
In folgender Tabelle ist eine Übersicht über die verschiedenen 
Resultate für Scheitel- und Kämpfermomente und Horizontalschub 
gegeben. 


Parabel 
nach $ 14 nach $ 15 | ae u 
H | "sem: 6,875 t d 
M, 0 0) Infolge einseitiger Nutzlast 
3 8 g 
Mr 3,89 mt 3,78 mt j q = 0,5 tim rechts 
Mir — 3,89 » — 8,78 » 

H 6,87 t 6,91 t N KSE 
Dr el Ei 7 DN we ? Infolge einseitiger Überschüttung 
Mkr == 13,19 n — 12,93 z] ] 

a Ss Kä véi Ss KN ett Infolge beiderseitiger Über- 
Ha _ o EC u 811 E j schüttung 


Die geringen Unterschiede zwischen den Resultaten der SS 14 
und 15 lassen deutlich erkennen, wie gering der Einfluß der genaueren 
Berücksichtigung der Querschnittänderung ist, was auch in den in 
der Tabelle S. 278 für die Einflußlinien zu ersehen ist. 
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Kernpunktmomente. 


Bei einer genaueren Gewölberechnung wird man im allgemeinen 
die Einflußlinien für die Kernpunktmomente bestimmen, da sich aus 
diesen die größten Spannungen ohne weiteres angeben lassen. Diese 
Einflußlinien sind natürlich genau so zu ermitteln, wie vorhin für 
die Momente der Systemachse. Auch sind die gleichen Formeln 
zu verwenden, wenn man die entsprechend veränderten Pfeilhöhen 
einsetzt. 


Anhang zu $ 16. 
Kreisliniengewölbe. 


Zum Vergleich mit diesen beiden Rechnungen soll nunmehr, 
wie schon erwähnt, ein Kreisgewölbe mit der gleichen Spannweite 
und dem gleichen Stich untersucht werden, und zwar sollen hierbei 
die Verschiebungen ermittelt werden, indem wir die Systemachse in 
20 Einzelteile ds zerlegen, die wir als gradlinig betrachten. Die 
Momentenflächen für diese Streckenelemente ds sind dann ebenfalls 
als gradlinig zu betrachen. 

Anmerkung. In gleicher Weise wie hier der Kreisbogen behandelt ist, 
kann natürlich auch jedes beliebig geformte Gewölbe untersucht werden. — 
Für das Kreisgewölbe selbst lassen sich auch geschlossene Ausdrücke herleiten. 
Jedoch sind sie in der äußeren Form nicht so einfach wie die des Parabel- 
bogens. Da bei den normalen Stichverhältnissen ein wesentlicher Unterschied 
zwischen Kreis und Parabel nicht besteht, so kann man in den meisten Fällen 
mit letzterer rechnen. 

Über die Querschnitte soll dieselbe Voraussetzung gelten wie 
beim ersten Beispiel, es ist also, wenn d, die Stärke im Scheitel 
bedeutet: 


a md Im. 
cos ¢ cos? oe 


Diese Werte sollen für jedes Streckenelement 
konstant sein. Dann ist (vgl. Fig. 263) 


= i Jy In dx, g 
Fig. 263. ZEN Te 


Wählen wir das gleiche Grundsystem wie im $ 14, so sind die 
Momente in einem Punkte i: 

Infolge X, =1: M,,.=!: 

infolge A. zl: M, zs ar 

5 X, =i: M, = z; 

Die Werte ds, dx,, x; y; kann man zeichnerisch ermitteln; dabei ist 
jedoch große Genauigkeit erforderlich. Will man sie rechnerisch er- 
mitteln, so bestimme man den Kreisradius aus der Bedingung: 


CTT ET 
-HIP 222411? 


Anhang zu $ 15. RER 
Der halbe Zentriwinkel o, des Bogens (s. Fig. 264) ergibt sich aus 
ı 1 j 


sin o= = ae zu go = 22037 207 = e 
0.394783 im Bogenmaß. x CZ? 
Die halbe Bogenlänge ist also A ı // 
f Ip d 
28,6 -0,394783 = 11,29 m: LEE 
damit ist Neg 
ds=1,129 m. 4 
Aus der Gleichung x, = r : sin q;(vgl.Fig.264) Fig. 264. 


ist x, zu berechnen, "während sich y; aus der 
Gleichung ergibt: y; = r (1 — cos g,). Die Werte y, ergeben sich. 


da zu jedem Streckenelement ds der Winkel dọ = fe = 201544” 
gehört, zu gi do, — Die Werte dx, ergeben sich dann aus der 
Gleichung: 


dä = t; — Ti- 


Die so gefundenenen Resultate sind hier zusamengesstellt: 


ilıJlalslajs|jej 7 is | sjiw 
zi | 1,129 2,256 | 3,379 | 4,498 5,609 | 6,711 dem , 8,883 9,949 ` 11,00 
yı | 0,022 : 0,089 ' 0,200 ! 0,356 | 0,555 | 0,798 1.085 : 1,415 1,787 | 2,200 
dæ; | 1.129 1127 1.124 | 1,118 1.111 Lin 1,092 1.080 1,066 1,051 
Die Verschiebungen ergeben sich aus folgenden Gleichungen: 
Für ein Streckenelement i ist mit M, „= 1: 
I a dg? 
aal =ds-— = ds ii = +. 
(waly d ds) "de 
Insgesamt ist also für eine Bogenhälfte: 
=10 
1 Lex 
la] = 7z 2 ds 
i=1 


Für [ab] ergibt sich als Beitrag eines Elementes ds mit den 
Endordinaten M, a= M; . =! Yı=u Mii, 5 Yi: 


ı=1,0 
ds Js _ 11; , Ei 
[ab]; = (y; -1 } yi- 2 I 2 gp ima T Yit , 
also wird für eine Bogenhälfte: 
i=10 
1 
Lo Alz 2ds? -D yi- SS yp de’ 
i=1 


In gleicher Weise findet man: 
i=10 


ds darf 
LEE ET ee 


i= = 
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1 i=10 
er 2 Im, F Yi Mei lde’. 
i=10 
: is , aAA? 
a EJ a, keet „N deal 
L. SE e 22] 
= PA Be er] de. 


Die e SE geschieht am besten tabellarisch. 
Da sich Ungenauigkeiten, Abrundungsfehler, leicht addieren, ist zu 
empfehlen, einige Stellen mehr zu rechnen, als man im Resultat zu 
haben wünscht. Man findet folgende Werte: 
[aa]= 20,92, 
[ab] = 14,55, 
[bb] = 18,75, 
[e c] = 810,5, 
[bb.1]= 18,75 — an ae = 8,65. 
Die Absolutglieder ermitteln wir 
a) für einseitige gleichmäßig verteilte Last q = 0,5 tim, 
) für Überschüttung, 
c} für eine Einzellast P=1t im Punkte i = 6. 
a) Für einseitige gleichmäßig verteilte Last q= 0,5t m 
ist’ in der belasteten Hälfte; 


2 


M; o= zu + 
Damit finden wir 
def x, BPN aJ 
[a m| = — Ka 5 P q a D 
Zeil 
i=10 
enge Ad e PN, E 2?) de? 
i=1 
1 i=10 
pejs- 12ds PNA WEEN +2? +4,22? dr. 
1 e 
le m] H: 124 2 ` Afs (2 za + e? — ayd 2g L ge EI e dx? - 
Die tabellarische Durchrechnung ergibt: 
[a m] = — 203,8 -q, 
[b m] = — 260,7 -q, 
[em] = — 1659-4, 
e 14,55 
[b m.1] = — (260.7 — 20,92 - 203,8) -g = — 118,9 q. 
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Damit ergeben sich folgende Werte für die Unbekannten: 


. 1659 
X —— -0,5 = 1,02 t. 
e= gos VTS 
118,9 
H=) = —— -0.5 == 6, Ss t, 
U 8,65 ES 
203,8 14,55 Luce ER 
M =X, = 20,92 -0,5 — a ARTE — 1,780 = 0,002 mh, 
An einer beliebigen Stelle der belasteten rechten Seite ist: 
2 d 
e med de T A er 


EI 


=— 740,092 +y; 6,88 — z; 1,02 


(x.\” 
=— LS +1,02 2, 6,88 y, — 0,092. 


An der unbelasteten Seite wird: 

M! =X, t yi X, — ty X, = 0,092 6,88, — 1,022). 
Danach ist die Momentenfläche in Fig. 266 aufgetragen. 
Die Nullpunkte ergeben sich in dem Abstandsverhältnis 

Par oTa und Mon — 0,136. 


Die Größtwerte treten auf bei 


a ‚ 4,0 a 4,20 
— = — 7 = 0,363 und — = — — = — 0,382 
l " 11 i H 11 ? 
Fig. 265. Fig. 267. 
g=05 tm g-05%m 


Fig. 268. 
und betragen 
M nas = 2:072 mt, M nin = — 2:05 mt. 
An den Kämpfern CES sich die Momente: 
R mn SE ar -+ 1,02-11 — 6,88-2,2 + 0,092 = — 3,804 mt, 


AM. = 0,092 4 6,88 -2,2 — 1,02 -11 = 4,008 mt. 
b) Sind beide Seiten belastet, so wird (Fig. 267, 268): 


Li 
CO 
C3 
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X,—0,184 mt, 

X,—13,76t, 

KEE 
c) Für einseitige Überschüttung (rechts) findet man: 
M, o= Aar 19-100; + G$]. 


Darin ist: 
i Y;- +y: f ` 
de YtY-1)dz;- 
Q; =; Qi- = G; 
Y; + Zu de; 


YT Za CS 
ai 3° 

Sind danach die Momente M, tabellarisch berechnet, so findet 
man die Absolutglieder aus den Gleichungen 


i=10 
Jan. : SM o tM dée 
2 = 4.0) 
2de dl = 
1 i=10 
[ù m] = Gds SH GA. az H; 0) H4: M, o Al all de? 


[em] cs e TE e Er GA, ac Mo) EAE Mo + Mio] de’. 


Man Pitas 


[am] =— 70,25, 
[b m] = — 107,95, 
[c m] = — 636, 
, 14,55 = era 
[db m. fk — 107, 95 30,92 70,25 = — 59,05- 
636 _ 
e 810,5 = 0,785 t 
59,05 o 
biens tSt 


70,25 14,55 „39,05 


X= Tu 20.92 3.65 = 3,46 — 4,76 = —- 1,3 mt, 
M,=— 84,912 — 1,3 — 2,2 -6,83 4 11 -0,785 = — 12,551 mt; 
M= — 1,3 + 2,2-6,83 — 11 -0,785 = 5,091 mt. 

d) Bei beiderseitiger Überschüttung wird: 
M =X, = — 2,6 mt, 
H = X, = 18,66 t, 


X,=0, 
W, = — 7,46 mt 
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Das Moment an einer beliebigen Stelle / ist: 
M, = M; o > X, i Y: Xr = H; o — 2:6 + 13,7 -y;. 
Danach ist die Momentenfläche (Fig. 270) aufgetragen. 
e) Es soll auch hier der Fall voller Überschüttung mit einseitiger 
Nutzlast besprochen werden. Während jedoch vorher (s. S. 178. 
Fig. 261) die Belastung d keine Momente ergab, sind diese hier von 
Null verschieden. Wir haben danach hier die folgenden Momenten- 
flächen zu addieren: 
1. Einseitige Nutzlast g = 0,5 t (Fig. 266), 
2. Beiderseitige Belastung g’= 0,23-2,2 — 0,40.1,6= 1,146 t m 
(vgl. Fig. 268). 
Fig. 271. 
gë 


jr 
EE 


Fig. 272. 


3. Beiderseitige Überschüttung (Fig. 270). 
Die Momentenfläche für diesen Belastungsfall ist in Fig. 272 
dargestellt. 


$ 17. Der vollwandige en mit parabelförmiger 
Achse. 


Der Zweigelenkbogen ist ein 
einfach statisch unbestimmtes 
System. Er wird ausgebildet als 
gekrümmter Balken mit zwei 
festen Auflagergelenken, oder 
als Balken mit Zugband, wo- 
bei ein Auflager beweglich ist 
(Fig. 273). 

Als Unbekannte X, soll der Horizontalschub bzw. der Schub in 
Richtung der Verbindungslinie der beiden Auflagergelenke berechnet 
werden. Das Grundsystem ist also ein einfacher Balken. X, ergibt 
sich aus der Gleichung 


[anmas A WESTA 
re ._... SHE . . (266) 


a H r d 
[aa] Tac S Neas 
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Die Verschiebungen [am] und [aa] sind im allgemeinen in der 
Weise zu ermitteln, daß man die Balkenachse in einzelne geradlinige 
Teile zerlegt bzw. bei stetig gekrümmter Achse diese durch Auf- 
teilung in annähernd geradlinige Teile in eine gebrochene verwandelt; 
für jeden Teil sind dann die Integralwerte zu ermitteln und die 
Resultate zu addieren. 

Der Einfluß der Normalkräfte kann bei diesen Systemen bei ge- 


ringem Pfeilverhältnis t ‘s. Fig. 273) auf das Endresultat von nennens- 


wertem Einfluß sein, je- 
denfalls soll man beim 
Bogen mit Zugband den 
Einfluß der Normalkräfte 
des Zugbandes nicht ver- 
nachlässigen, da er nur 
im Nenner vorkommt. 
Die Normalkräfte des 
Balkens sind auf Zähler 
und Nenner von Einfluß, 
so daß sie sich teilweise 
aufheben. 

In besonderen Fällen, 
wenn die Achse eine ma- 
thematische Kurve ist, 
ist es möglich, geschlossene Ausdrücke für X, zu finden. Im 
folgenden sollen solche Ausdrücke für den parabelförmigen') Zwei- 
gelenkbogen gesucht werden, für den die Rechnung am einfachsten 
ist. Für kleinere Pfeilverhältnisse können die gefundenen Resultate 
auch auf Kreisbogen angewandt werden. 


I. Herleitung geschlossener Ausdrücke für die Unbekannte X, 
bei beweglicher Einzellast. 


Die Gleichung der Parabel bezogen auf die Gerade A B als Abszissen- 
achse und die Mittelsenkrechte als Ordinatenachse (s. Fig. 274) lautet: 


=f LÉI nn... (267) 
Die Verschiebungen [am] und [aa] ergeben sich aus den Glei- 
chungen 


J 
EJ [am] = JA ëch f N, Nds% 


a 


az d EES 
EJ [aa] = [1124 Si +[3 "de F 
1) Auch für den kreisförmigen Zweigelenkbogen läßt sich der Wert für 
die Unbekannte X, ohne Schwierigkeit berechnen. Das Ergebnis ist aber für 
die rechnerische Verwendung nicht so geeignet wie die im folgenden abzulei- 
tenden Ausdrücke, und es soll daher hier auf die Untersuchung des kreisförmigen 
Bogens verzichtet werden. 
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a) Annahme eines nach den Auflagern abnehmenden 
Querschnitts (J = J, cos g). 


Es sei J, das Trägheitsmoment im Scheitel. — Man findet: 

Ve ` 

Gë ën D Fig. 274). 

cos o i 

J 1 
J cosg’ 

J, dæ ; 

ds = e dg (1 -tg e, 
SJ cos Zo TIER 


d Ke (x\?} 
rt), 
irre 

worin 


2f Kan 

ko = tg us (vgl. $ 14). 
Wir bestimmen zunächst die Verschiebungen aus den Momenten 
allein und geben die Einflüsse der Normalkräfte als Zusatzwerte an. 


Das Moment M, infolge Y, = 1 hat überall den Wert y. Es 
ergibt sich: 


Die Auswertung dieses Integrales liefert: 
dÉ sgoe Lë 
Lol seg t C he) .. . . . . (268) 


Es soll noch der Einfluß der Normalkräfte angegeben werden. 
Mit N, =1-cosg wird: 


Ei 

oe, SÉ SE dë J 

[aa]y =f xas F =f yds TE el KE 
~i 


„J : 
Nehmen wir näherungsweise F konstant an, so wird: 


[aa]y = WI s e ps RE E gë (269) 
Hat der Bogen ein Zugband, so kommt dazu noch der Einfluß 
der Normalkraft Z= — 1 im Zugband; es wird: 
—1 
fen [1-02 2-2 (270) 


Pirlet, Statik. II. 2. i 19 
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m 


Für eine Einzellast im Abstande £ von der Mitte (Fig. 275) er- 
gibt sich als Moment im Abstande x: 


zé 


EE Oe al Aaf, EE 
TET BCEE (rh 33 3-26) if 


Damit ergibt sich bei Vernachlässigung der Normalkräfte: 


r Haf r &\2] r &\2 Ai" 

| SV ijgelg $- 2i E alen" 

E CAT EE EE EE 
zıl Ge: Ze I SEAT OR 


$ 64 f Tk 

oder 
KZ KE: 
Ee De Wh 2 

. j ko (T ko) (d) 

wonn 
8 357 Dt EE ) 
E=; 1-($) d s—(3) j | e 
f DZ zw 


Die Werte K, und K, sind von der Form des Systems unab- 


hängige Werte und können für verschiedene Abstandsverhältnisse 5 
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ein für allemal berechnet werden. Sie sind für die Zehntel in folgen- 
der Tabelle angegeben: 


$= 00:01:02 03 04 05 wë 07 08 09.10 
E, (5,469 5,403 5,208| 4,887 4,441 3,896 3,248 2,516 1,717 0,871. 0 
E, | 0,656 | 0,656 0,655 | 0,648 10,630 0,595 0,535 0,434 0.323 0,172 0 


Mit diesen Werten ist die Einflußlinie für Y, bei gegebenem 
Werte bn schnell aufzutragen. 


Der Einfluß der Normalkräfte auf den Wert [am] ergibt sich 
wie folgt: 


Es ist: 
1 ; e 
nl sing, für x< E, 
= 1 Zë - EE 
bzw. N=— , +2) sing, für z>. 


Da N, zl, opge ist, so erhält man: 


es 


ff 


A e weer e EN 
[am]x = EN H — Gi sin p cos g ds F 


—l 


: TI , EA. de 
+=] Zi 77) sing cosg de 2, 


= 


u; IJ je I, 
E EE wind: 
Mit de F gie J F cosg F iij 


—]I Š 
+3 I 
H Jjfx x AN f ERLA x \ 
SEKR HH 
Ke 5 
_ NT 
(one = 4n [5—3($) ERTE . (273) 


Im Zugband ist die Normalkraft N,—0, so daß sich davon 
kein Einfluß auf [am] ergibt. , : 
Bei Berücksichtigung der Normalkräfte wird also die Gleichung 
für X, lauten: 
19* 


72T Anf r a” TD =\2 j H = an 
ee, _ 9 EE "e Biet, 
f en ` G) ie eT u g TF 
Aas P DE I. = Se: 7 u dE 
al LEN LBS LBS 
105 O UTATU F 


Das dritte Glied des Nenners kommt nur beim Bogen mit Zug- 
band in Frage. 


b) Annahme eines nach den Auflagern zunehmenden 

Querschnitts Lë J, - ) 5 
\ cos d 

Die der vorstehenden Ableitung zugrunde gelegte Annahme 
über die Querschnittänderung entspricht einem Bogen, dessen Quer- 
schnitt zum Auflager hin abnimmt und im Scheitel ein Maximum hat. 

Wie gering der Einfluß über die Annahme der Querschnitts- 
änderung ist, zeigt sich. wenn man den Wert A. ermittelt für den 
Fall, daß. 


1 
JJe 
| Cosy 
ist, der Bogenquerschnitt also im Scheitel ein Minimum hat. In 
diesem Falle wird nämlich für eine Einzellast 1 nach Fig. 275: 


4z 
om J j r WS 
faa] =| y?ds 7 = (ue =fr! 1—5) dz 
t SR E ` d 


- 


[aa] 15 17° 
E 
EE dE lt 1—(7) Ile 
ee 
tre 


8 


= 
er 


[PL 
FE 
Kc 
TR 
zl re 
nt 
19 
a J 
gt 
ge S ke E 


Larl Ss | 
L 7 LS 


- __ lem ai" (2) a= P 

> [aa] 64 f S T) JE T) d Geier, 

oder e s ae se sex SEI 
(E 


Zum Vergleich dieses Resultates mit Gleichung (271) schreiben wir 
letztere ir. der Form: 


. 7-4 ar: 
E 
X = L. z 
7+kr 


H i 


. (271a) 
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Gl. (271a) unterscheidet sich von GI. (276) durch den Faktor: 
, E 
7 T H SS ko 
Deg a 
tedn 
Dieser Quotient weicht nur ganz unwesentlich vom Wert 1 ab. 
Denn der Wert: Se DEEN 
323 LG 2 7 
ur T) 
í = — Ree 
K, 5 \r 


If 
schwankt zwischen 1,4 und 0,84. Der Wert tg TE schwankt 
bei den üblichen Pfeilverhältnissen de =} GR zwischen 0,667 bis 
0,4. Im äußersten Falle würde also: 

7—1,4-0,667°? 
eg — — — 1,035 
710,667? ia 
d. h. die größte Abweichung des Wertes der Gl. (271a) von der 
Gl. (275) beträgt etwa 3+/,°/o 
Mit Rücksicht auf diesen Umstand sollen die folgenden Ent- 
wicklungen der Einfachheit wegen auf Gl. (275) aufbauen. 


II. Untersuchung besonderer Belastungsfälle. 


Es sollen nun einige Fälle ruhender Belastung besprochen 
werden. 

a) Für eine Gruppe von Einzellasten kann der Wert X, 
ohne weiteres gefunden werden, indem man den für eine Einzellast 
P==1 gefundenen Wert TOL (271) oder (275)] auf jede Einzellast 
anwendet. Man findet also: 


` ko (7 + ko`) 

b) Für eine streckenweise Belastung mit gleichförmig ver 
teilter Last p (Fig. 276) 
finden wir X, wie folgt: 

Auf der Strecke dx, 
zwischen E und E ist die 
Last gleich pdx. Multipli- 
zieren wir damit den Wert 
GL (275) und integrieren 
von è bis 7, so erhält 
man: 


Fig. 276. 
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Sit reet, few 
LSA AE Ae E EE 

a ri TPA i H PER 

- (nbls" ST ef er) e 
X = EEN 278 
a 64 F \T. TiTi’ \T/ 1l m} 


c) Daraus findet man für Belastung des halben Bogens 
mit $=0, F =k: 

: př pr f L\ 
ie 

d) Maximalmomente bei gleichförmiger Belastung einer 
Bogenhälfte. 

In der Regel betrachtet man, insbesondere bei Bogendächern 
die einseitige Belastung mit Schnee und Wind, wobei auch für letz- 
teren ein vertikaler Belastungszuschlag gemacht wird, als den un- 
günstigsten Pall Es sollen deshalb für diesen Fall die größten 
Momente und Normalkräfte angegeben werden. 

Bei Belastung der rechten Bogenhälfte (Fig. 277) ist nach 
(GL 279) 


(279) 


Fig. 277. 
-__ BE Žž pE 
Za 16f Ar 
Der senkrechte Auflagerdruck bei 4 ist: 
den, 
8 4 


Der Neigungswinkel der Resultierenden R ist also: 


A pn 27 _f 
u me dE EC 
Die Resultierende geht also durch den Scheitelpunki des Bogens, 
d. h. es iss dort das Moment = 0. 
Für ein Moment in der belasteten Bogenhälfte haben wir die 
Gleichung: 
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OO 


Aë Aa AE 


== „pl mb — Gs 


2 1 5f d 
3 af x pet aY peT (ek: 
seg Pl j)— ill) et] 
+? d / SC ly. SH \2/_ 
pE xi EN 
A l I=] 
Dieser Wert wird ein Maximum, wenn — =Q wird, also: 
p? G- 2x ) 
4 NZ Sich 
E d 
7T 27 
Also wird M, mit ER 
= Amaz 1 H Ga 2 ® 
o DÉI. SÄI a 
M mar = e a e a . 5 a a (280) 
Für die unbelastete Bogenhälfte wird: 
2 r 27 
M= = Uni 1-&) | 
DÉI =) z 
A G+ Y 
Dort wird also bei = das Größtmoment: 
__re__ el 9 
M= Se ri 2.2 . . . . (8I) 


Die Normalkräfte in diesen Punkten ergeben sich wie folgt: Der 
Neigungswinkel in den Viertelspunkten hat die Tangente: 
2(f—y) 
iep == 2; 


da hier y =f H — 2) _ f ist, so wird: 


a Late, 


Die Tangente ist also parallel der Resultierenden R. Die Größe 
dieser Resultierenden ist als Normalkraft in dem Punkte bei = 


wirksam; sie beträgt: 
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EE eg 
| (282) 
AUE x WE j | 
`" eh T p r= SEH Hy 


Für die belastete Bogenhälfte ist die Größe d Se 
zu ermitteln aus den Auflagerreaktionen und der Last Eid auf dem 
letzten Bogenviertel; man erhält den gleichen Wert, de der senk- 
rechte Auflagerdruck B und die Last p eine Resultierende gleich 


dem Auflagerdruck 4 ergeben: 
3 pl pl 
Die A P 
Es ergibt sich also die gleiche Normalkraft wie in der unbe- 
lasteten Bogenhälfte. 
d) Bei Vollbelastung des ganzen Bogens findet man mit 
= — l, f=/ nach Gl. (278): 


ee SE en a 
X= Er CSR (283) 
Dieses Resultat war zu erwarten; wählt man nämlich einen 
Dreigelenkbogen als Grundsystem, so ergeben sich bei parabelförmiger 
Achse keine Momente M,, da das Seilpolygon, d. i. die Momentenfläche, 
ebenfalls bei Vollbelastung eine Parabel durch die Gelenke darstellt, 
also mit der Systemachse zusammenfällt. Es ergibt sich damit 
der Zählerwert [am] =O und infolgedessen auch das unbekannte 
Moment X=0. Der Zweigelenkbogen wirkt also bei dieser Belastung 
wie ein Dreigelenkbogen, der Horizontalschub muß also auch der 
gleiche sein wie bei diesem System. 
e) Der Einfluß der Temperaturänderungen auf das Absoiut- 
glied ergibt sich aus der Gleichung: 


[ail=E-J,-e (Tina EEN e 


Darin ist At der Temperaturunterschied zwischen oberem und 
unterem Querschnittsrand, h die Höhe des’ Querschnitts, i, die Tem- 
peraturänderung in der Stabachse, Sind At und LG für den ganzen 
Bogen konstant und setzt man wieder 


de? —dz, 


so erhält man 


| 
[at]=E-J,- € Gbt =) dg -b 0 SH 


f 
[at] = E-J, ef: — 
L 
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$18. Übungsaufgabe. 


Der in umstehender Fig. 278 dargestellte Dachbinder sei ein 
Bogen mit polygonaler Achsenführung aus Eisenbeton mit einem Zug- 
band aus Eisen. Das System ist statisch einfach unbestimmt und 
nach den zu Beginn des $ 17 gemachten Angaben zu berechnen. 


Es sei: 
‚=20t in den Punkten 3, 
P, =b — o o 1,3, A 
g=1,2 t/m (Horizontalprojektion), 
pas LA Em ” D 


Als Überzählige X, wählen wir die Kraft in dem Zugband. Das 
Grundsystem ist dann ein Balken auf zwei Stützen. Die Überzählige 
X, ergibt sich in der Form: 

[am] 


X, =— ; 
j [aa] 
Unter Vernachlässigung des Beitrages der Querkraft haben wir 
für eine Verschiebung [ik] die pai 


SS Ja M, 2 D SE E 
Da der Querschnitt des Binders verhältnismäßig groß ist, können 
wir den Einfiuß seiner Normalkräfte vernachlässigen, jedoch wollen 
wir die Normalkräfte des Zugbandes berücksichtigen. Da dieses bei 
äußerer Belastung des Grundsystems spannungslos ist, ergibt sich 
für X, die Gleichung: 


2, 
J» Weer 


Na 
EE 


oder, wenn wir die rechte Seite mit E,-.J, erweitern, 


f M,M,ds 
X, 


Se E P 
2ds | N22. q4 
fa, ds SÉ E F ds 


e 


Hierin bedeuten E, den Elastizitätsmodul und J, das konstant 
angenommene Trägheitsmoment des Betonbogens, E, den Elastizitäts- 
modul und F, den Querschnitt des eisernen Zugbandes. 


Es werde angenommen: 
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Um = M, -Fläche zu erhalten, berechnen wir die in den 
Punkten 1, 2, 3, 4 (vgl. Fig. 278) infolge A. —=1 auftretenden Mo- 
mente. Wir taten 

für die Punkte 1: M, = — 2,198 mt, 
` 2: 


s » CS 
den Punkt 


H> 


TI „ae, Ta 300” "ren FR3,90- E 75 350 -m Ka 


Fig. 278. Fig. 279. 
Hiermit ergibt sich die M,-Fläche (Fig. 279). 


Die Normalkraft im Zugband ist N, —=-+1t. Wir erhalten 
also für den Nenner: 


[aa] = [aa], + [aal,, 


Š 


[aa], = 


SS TEEN 

Insgesamt: [aa] = 186,6. 

Wir berechnen nun die infolge der äußeren Lasten in den 
Punkten O bis 4 auftretenden Momente M,- Der Auflagerdruck 4 
berechnet sich zu: 

Aa 3,55-1,2 + 8,25-2,6+20-+ 2} - 6,3 = 4,20 + 21,45 
+20 15,75 = 61,4 t. 

Damit erhalten wir die Momente: 

im Punkte 1: M, = 61,4-3 T ai 


= 


= 219,7 mt, 


2,6- -5, 5° 


2 


2,6- 8,25° 
2 


á 


im Punkte 2: M, = 6l, 


— 288,5 mt, 


im Punkte 3: M,, 
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WER 
+38) 


im Punkte 4: ame 


2.3.50? 
ge 71,85 — 26,3 - 3,50 — 408,5 mt. 


Mit diesen Werten erhalten 
wir die in Fig. 230 dargestellte 
M,-Fläche. 

Wir erhalten somit für den 
Zählerwert [am]: 


SEN aae -.2,2 219,7. 
3 
1,84 z 
— [219,7 (2-2,2 -4 3,1) 288,5 (2-3,1 22], 
2,76 a 
FT [288,5 (2-3,1 + 3,276) + 391,2 12- 3,2 — 3,17]. 
Sé 
‚212-3,276 — 3,51 — 408,5 {2 - 3,5 — 3,2761], 
— — 9720, 
[am] = — 19440. 
Demnach wird: 
, 19440 i 
X =- = L 1042 t. 
a ' 186,6 ` 


Da X, bekannt ist, so lassen sich nun die im Bogen auf- 
tretenden Momente leicht angeben. Es ist 


im Punkte 1: M 1= Ma, T Sa X, = 219,7 — 2,2 - 104,2 = — 9,6 mt, 
im Punkte 2: M, = 288,5 — 3,1 - Deepen GEN Ui, 

im Punkte 3: M,—391,2 —3,276 - 104,2 = D0 nt, 

im Punkte 4: M, = 408,5 — 3,5 - 104,2 = — 44 mt. 


Die in den Punkten 0, 1, 2 auftretenden Normalkräfte sind 
bei einem Winkel «= 29°30 (cos « = v= 0,49) 
im Punkte 0: N, = Asine — X, cosa = 61,4 -0,49 
+ 104,2 -0,87 = 120,8 t, 
im Punkte 1 links: N, = 120,8 — 2,6 - 3,9 - sin «= 120,5—5 
—=115,5 tt, 
N, = 115,8 — 6,3 -sin « = 115,8 — 3,1 
= 112,7 t. 
im Punkte 2 links: ŅN,= 112,7 — 2,6 - 1,6 sin « = 112,7 
— 2,05 = 110,65 t, 


im Punkte 1 rechts: 
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Zwischen den Punkten 2 sind die Normalkräfte annähernd 
gleich A. also: 
N; =N, =N, =~ 104 t. 


Die im Bogen auftretenden Querkräfte sind: 


im Punkte 0: Q= — 104,2 sine — 61,4 cose = — 2,2 t, 
links vom Punkte 1: Q, = 2,2 — 3,9 - 2,6 -cos e = — 6,6 t, 
rechts » OI 1: Q/=— 6,6 — 6,3 cos « = — 12,1 t, 
links vom Punkte 2: Q, = — 12,1 — 1,6 - 2,6 -cos « = — 15,7 t, 
~ f 6,3 t H - 
rechts » 5 2: Q = 26,3 — + 2,75 -2,6 ~ 3,5 - 1,2 = 40,8 t, 


links vom Punkte 3: Q, = 40,8 — 2,75 - 2,6 = 33,65 t, 
rechts ~ s 3: Qy = 33,65 — 26,3 = 7,35 t, 
links vom Punkte 4: Q, = 7,35 — 4,2 = 3,15 t. 

Damit kann der Bogen dimensioniert werden. 


III. Abschnitt. 


Aus vollwandigen und fachwerkartigen Teilen 
zusammengesetzte Systeme. 


$ 19. Armierte Balken. 


1. Allgemeine Grundlagen der Berechnung. 


Häufig wird ein biegungsfester Balken dadurch verstärkt, daß 
ein besonderer Zug- oder Druckgurt nach Fig. 281 angeschlossen wird. 
Diese Armierung kann man 
sich so entstanden denken, 
daß der Reihe nach Knoten- 

o punkt I mit den Stäben 1 
Fig. 281. und 2, der Knotenpunkt II 
mit den Stäben 3 und 4, 
Punkt III mit den Stäben 5 und 6 angeschlossen werden; sodann 
muß der Stab 7 eingefügt werden. Durch diese Armierung kommt 
also eine statisch überzählige Größe in das System. 

War der einfache Balken statisch bestimmt, so ist er nunmehr 
einfach statisch unbestimmt. Die Behandlung solcher einfach statisch 
unbestimmter Balken soll im folgenden besprochen werden. 

a) Wahl der Unbekannten X,-— Beanspruchung des 
Grundsystems infolge A. zs L und der äußeren Lasten. 

Die Normalkraft in dem angegliederten Gurt hat überall die 
gleiche Horizontalkomponente. Dies erkennt man, wenn man auf 
einen der Knotenpunkte I, I, III die Gleichgewichtsbedingung an- 
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wendet, daß die Summe der Horizontalkomponenten gleich Ọ sein 
muß. Diese Horizontalkomponente soll als Überzählige Y, ermittelt 
werden. ' 

Das Grundsystem 
eines solchen Balkens 
erhalten wir, indem wir 
den angegliederten Gurt 
an einer beliebigen 
Stelle durchschneiden 
(Fig. 282). Die in dem durchschnittenen Stabe wirkende Normalkraft 


e - . e, 8 ` e 1 
ist dann, wenn ihre Horizontalkomponente XY, ist, gleich X, -— ~. 
cos a 


Fig. 232. 


Die Unbekannte X, ergibt sich aus der Gleichung: 
X a = — [aa] » 
Darin ist, wenn J das Trägheitsmoment des Balkens ! darstellt: 


EJ- [am] =f MM, ds. 
EJ- [aa] = [1,245 + [x dsl. 


M, sind die Momente infolge der äußeren Belastung, M, und N, 
sind Momente und Normalkräfte infolge X, — 1. 


Die Belastung N,—=1 am Grundsystem ruft keine Auflager- 
reaktionen hervor, sie bewirkt jedoch Normalkräfte in den Gurten (Z a 
in den Pfosten (T,) sowie im Balken (L,) und durch die Normal- 


kräfte Z, und V, Momente M, im Balken !. Die Normalkräfte sind: 


a= — 1; To = Zia Sin a; — Zii e Bin Or 
= tg &; — tg Qi- 


Um die an dem Balken wirkenden Mo- 
mente M, zu finden, denken wir uns das 
System an einer Stelle etwa im Felde 4, ge- 
schnitten und die dort wirksamen Spannkräfte 
als äußere Kräfte angebracht, wobei die Gurt- 
kraft in zwei Komponenten zerlegt wird (Fig. 253. 
Aus den Gleichgewichtsbedingungen ergibt sich: 


M= — X, y=—y- 
Die M,-Fläche ist also identisch mit der System- Fig. 283. 
fläche. 

Die äußere Belastung am Grundsystem bewirkt im all- 
gemeinen nur Momente in dem Balken !, da die Belastung meist 
direkt auf diesen wirkt, also keine Normalkräfte N, auftreten. Es 
kommt jedoch auch vor, daß die äußeren Lasten durch die 
Pfosten y auf den Balken übertragen werden, wodurch dann in 
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diesen Normalkräfte F, auftreten, die aber gegenüber den Momenten 
immer vernachlässigt werden können. 

Die M,-Fläche (Fig. 285} zerlegen wir uns in zwei Teile. nämlich 
in eine M,-Fläche, die nur Teile aufweist, die in den einzelnen 
Feldern geradlinig begrenzt sind, und eine M,"-Fläche „Der 
letztere Teil stellt dann die Momentenflächen der einzelnen belasteten 
Felder dar, wenn wir diese als einfache Balken auf zwei Stützen 
betrachten. 

Dies erkennt man als richtig, wenn man sich für einen solchen Teil, eren 


ein Feld Ze, in den Endpunkten h und i Gelenke einlegt und die dort wirken- 
den Momente M,, und Mo ; als äußere Kräfte angebracht denkt. — Wir wür- 
den also das gleiche Resultat: erhalten, wenn wir annehmen, daß die Last 
indirekt durch einen Träger von der Spannweite des betreffenden Feldes auf 
den Balken übertragen wird, wobei dann das Integral Mo M,ds über beide 
Balken zu erstrecken wäre (Fig. 287). 


MI UI | 


Fig. 287. 


b) Ermittelung der Verschiebungen [am] und [aa]. 

Der Nennerwert [aa] ergibt sich jetzt wie folgt. Der Einfluß 
des Momentes M, ==} des Balkens ! auf den Wert [aa] beträgt bei 
n Feldern: 


fu? Loge el, -- - (285a) 


; p z 1 S 
Der Einfluß der Normalkräfte reg beträgt: 


i=n 
ə J 
a == 2° Z; an. 
[aa], Lë T Ss 
i=1 
Darin ist Fz; der Querschnitt des Gurtes z; und: 
Eee 


HEI 2 
COS G; A; 
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Damit wird: 


ien „3 J i=n 4° 
"aa == A ween een KI Lë A z! e 285b 
Z e å Fa Æ Al ( ) 
i=l i=1 
darin ist dann: 
a GE 
k "Sa 
Für den Teilwert [aa 1; der Zugstangen findet man mit 
Y: — 1 
te q, = Yi- —_ In. 


i=1 
darin ist wenn Fy; der Querschnitt von y, ist: 


y! = e 
"Se 
Die Normalkraft L, = — 1 liefert den Beitrag: 
J 
aaj) =+ la ff. . . . (285 
Bl E (285 4) 


EN 


Damit wird also insgesamt: 
` i=n D A. j 2 
[aa] = 3? +2: Ia? + UT u N ) 2; | 


= 13 

£l DQE 
SE. 1 17? 1. ‚8 
als i z) | fT d 


4. 


Der Zählerwert [am] setzt sich aus dem Einfluß der Mj- 
Fläche und dem Einfluß der 1.7. Fläche zusammen; ersterer beträgt: 
[am] = -Shp o,a 2 Yn Y) ! Wis tWm]- 

i=1 
Der Wert [am]” ist für jedes Feld nach den Angaben im $1 
anzugeben; man erhält also allgemein: 


[am] = — S (Fi Yn T Pr Al, 
i=1 
Insgesamt also ist: 
io Ta Jr Ma n (2 Yn T Y) Ma, Batuli | 
X } | (286) 
a j 
2. Untersuchung besonderer Systeme. 
Im folgenden sollen einzelne besondere Fälle armierter Balken 


behandelt werden, bei denen obige Gleichungen sich bedeutend ver- 
einfachen lassen. 
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ai Der dreieckförmig armierte 
Balken: zwei Felder in—2|j (Fig. 288\. 
In diesem Falle haben wir zwei 


gleichgroße Felder von der Weite. Es 


kommt nur ein Wert y, =h vor. Es 
wird damit aus Gleichung i285e): 


l a KM D D KSE UN 
ago dlei z -+ Hr 
I, TS, h? 
get d zg eeh, 28 Zo a CC 
[aa] s TAFET E EHF (287) 
Bei Berücksichtigung der Momente allein ev? sich ergeben: 
e In? 2 ai 2 
aale ses gh, >a o a v (2872) 


Den Wert [am] geben wir im 
folgenden für verschiedene Lasten. 
Allgemein gilt die Gleichung (vgl. 
Gl. 286 und Fig. 289}: 


[a m =— 5: My: EE SETZE 
= ah- Mo, 
SC Se ez Bi 
[am]" = — l- bei Së der 
linken Hälfte bzw. 
[am =—h:g, bei Belastung der 


rechten Hälfte. 
Man findet damit: 


l 
1. Für eine Einzellast P=1 im Aieiaia É< Z- vom rechten 
Auflager B: 
Pa E 
Mars ar 
2 Pa & Pa? 
[am] — a We? ha. 
Darin ist c, für das Verhältnis -— zu ermitteln 
ST, rëm 
= — | 1 — - | 
"Tat LC J 
Also wird: 
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oder durch I ausgedrückt: 


PP Ei As 
[a m] = — T r-$]s—a($) j- 


Diese beiden letzten Gleichungen können als die Gleichungen 
der Einflußlinie für X, aufgefaßt werden, die dann noch durch — [aa] 
zu dividieren ist. Es ist: 


ar)... 


Anmerkung: Will man für Näherungsrechnungen nur den Einfluß der 
Momente berücksichtigen, so findet man aus (287a) und (288): 


oder X= 


Moment M, in Balkenmitte: 


až a (LÉI 
a: 


(%0) 


a 
ge m= (1—28) [e-i]. 


le]. -o e 


Anmerkung: Mit (Gl. 287a) findet man: R , 
2 2 g 2 ENN | 
ET e ET mm 


16 al j 
Pirlet, Statik. IL 2. 20 
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Das Moment in der Mitte wird: 


TM ECH CAN ECH 
Mi= Moa Zeg Miissi) 
2 
M, =— bh ee A (294) 


3. Für Vollbelastung des ganzen Trägers ergibt sich daraus 


E 
mit -—=1 und somit k, —=1: 


l 
B 
[am] = ur’ h (295) 
Anmerkung 1: Mit Gl. (287a) wird also: 
genee 
EE (296) 
und weiter: M;=— a SEENEN (297) 


Anmerkung 2: Die GL (290), (294), (297) sind gleich den Werten der Stütz- 
momente eines kontinuierlichen Trägers auf 3 Stützen. Will man also auch 
im Nennerwert (Gl. 287) die Einflüsse der Normalkräfte vernachlässigen, so kann 
man den Balken auch nach den Formeln des kontinuierlichen Trägers auf 
3 Stützen dimensionieren. 

In gleicher Weise lassen sich die Werte [am] und jam]” für 
beliebige Belastungen leicht mit Hilfe der Werte des $ 1 angeben. 
Ist die Belastung über beide Hälften verteilt, so ist es im all- 
` gemeinen am zweckmäßigsten, die 
Belastungen der beiden Hälften 
getrennt zu untersuchen. 


7 2 3 4 


b) Der trapezförmig ar- 
mierte Balken (Fig. 291). 

Für den Nennerwert finden 
wir in diesem Falle aus den Gl. 
(285): 


[aalv = 2 E -2 Ha +2 ES K-I. 


a 
Also insgesamt: 


2 3b 2 3 SG 3 Lé R 
EE e La +2(2) NV LI. (298) 


Den Zählerwert [am] ermitteln wir, wie eingangs erläutert, wie 
folgt: 

1. Einzellasten. 

Für eine Einzellast P, in dem Punkte 4 findet man: 
ét? 


MW, = H Ĉĉ; 
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M, ==- (a46) 

Ia = tiat me); 
R wë 

20. == D EE, 


Mit diesen Werten ergibt sich aus Gl. (286): 
P,h 


2 


Pelr i Afs $ 
P, [am], = -- 54 (a +0) (2a b-+20)-c=— 


(a—b)-c. (299) 
Der gleiche Wert ergibt sich für P, im Punkte 1. 
Eine Einzellast P, im Punkte 3 ergibt: 


ai 
MP He, 


a+c, , 
Ma = Py (a0); 


' lo 
H 
M,a =P, (a+b 0), 
EEA 
My, =p ETITA., 
Also wird: 
P, [am], = — nip (a +b)-c +a (2a —3b)] = P, [am], | 
t (300) 
— = a(2a+3b). | 
Den gleichen Wert liefert eine Einzellast P, im Punkte 2 


An Hand der beiden Gl. (299) und (300) können wir nunmehr den 
Einfluß einer Einzellast an beliebiger Stelle angeben. Wir folgen dabei 
dem in Abschnitt 1 (s. Fig. 285 bis 287) zugrunde gelegten Gedanken- 
gang. Die Last P wird in ihre Teillasten zerlegt, die auf die beiden 
nächstgelegenen Angriffspunkte der Armierung (s. 1, 2, 3, 4 in Fig. 291) 
entfallen. Z.B. wird P im Felde 3 bis 4 auf die Punkte 3 und 4 
verteilt. Der Einfluß dieser Teillasten ist durch die beiden vor- 
stehenden Gl. (299) und (300) gegeben. Diese liefern den Wert des 
ersten Gliedes in Gl. (286). — Dazu kommt der Einfluß der direkten 
Belastung der Teilstrecke, z. B. der Strecke a= 3 — 4; dieser Bei- 
trag ist durch die beiden letzten Glieder y,-#,+9;9, in Gl. (286) 
gegeben. — 

Eine Einzellast P auf der Strecke c im Abstande < c vom 


x D 
Punkt B ergibt unter Verwendung von Gl. (299) mit d ee 


mat) 2... 80) 


20* 
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Eine Einzellast P in der Strecke a im Abstande £ vom Punkte 4 
liefert: 
Ba P, 
diese beiden Lasten ergeben: ` _ 
P, [am], — [am]; P; = P [am], — P e [am], + PÈ [am], 


tr E ce+(2a-+3b)]]. 
Zu dem Einfluß dieser beiden un (P, und PI tritt gemäß GI. (286) 
noch der Wert P-h-4,—= DA 
Es wird also insgesamt: 


el = — P [s (a+ b)e+ (2a +80)ë +a- c], . (803) 


D 
x 


worin ec, für > zu entnehmen ist. 
a 


Für eine Einzellast P im Teil b im Abstande é vom Punkte 3 
wird mit 


ma yer[i—}): 
fan] —P, [amh +P, [amh — Arie, +0) 

— Plan, — E n. (a +0), 
nl Zë [3 (a+) c-+a(2a-+30) +t (e, ei, (303) 


Š 


worin c, und c, für F zu entnehmen sind. Die Gl. (299) bis (303) 


liefern zugleich die Einflußlinie der Unbekannten. 


Für beliebige Lasten ermitteln wir in gleicher Weise die 
Werte P,, Pa, P}, P, und setzen den Wert [am] zusammen aus den 
Werten [am], und [am] der Gl. (299) und (300) und den entsprechenden 
Werten e, und 9@,. 

Für gleichmäßige Vollbelastung p wird z. B.: 


wl 
E R el 


2 D 3 3. 
u ; S b° 
[am] —p (a) [am], +p (a-b) [am] — 2&.n— 5-2: h, 


em] 5 @+2)[(2a+5+9)3c+a(2a+33)]+0°+3). (304) 
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Wird c=0, so wird aus den Gl. (299) bis (301) 
[am], =0, 


h 
[am]; = — P, - gear əba. . . . (305) 


Für eine Einzellast in den Sirecken a: 
[amj = apie] .. (306) 
Für eine Einzellast in Teil b: 
[am] = — = [@a+3bja—V(e el, . (307) 
Für gleichmäßige Vollbelastung p: 
[am] = — n {2a(a +b) (2a —3bi—+a*——-b}. (308) 


Der Nennerwert [aa] ist der gleiche wie vorher P 2981: 
2 E 2 
[aa] "e S (2) Z+ zy — (2) d E— 


c) Der parabelförmig armierte Balken (Fig. 292) kann in 
gleicher Weise berechnet; werden mit Hilfe der Gl. (285) und (286). 
Hier sind jedoch die Resultate 
einfacher, wenn wir den Armier- 
ungsgurt nicht als eine gebrochene 
Linie, sondern als stetiggekrümmte 
Kurve betrachten, was wir ohne 
nennenswerten Fehler im allge- 
meinen tun können. Die Feld- 
weite soll überall gleich A sein. 

Die Gleichung der Parabel bezogen auf die Balkenmitte als 
Koordinatennullpunkt ist: 


r zen 

=f] (2) l. 

L ZZ A 

Wir bestimmen zunächst wieder den Nenner [aa]. Mit M,=y er- 
gibt sich: 


Daraus ergibt sich nach entsprechender Vereinfachung: 
8 a b , 
Joes fl... - . (809a) 


Die Normalkräfte im Armierungsgurt infolge A. — 1 sind 
1 
cosg ` 


a 
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Nehmen wir an, daß der Querschnitt sich proportional der Kraft 
ändert, so ist, wenn F, den Querschnitt im Scheitel bedeutet: 


= cosp’ 
dr 


£ - St wird nach gehöriger Verein- 


1 i 
Mit — = 1 + tg’g = Als, 
Dt Se 1 CEA |8 7 


a 
IT, aali 
[aa], +16 (7) i2202.02..(309b) 
Der Einfluß der Normalkräfte der Pfosten und des Balkens 
ergibt sich aus den Gl. (2962) und (285d): 


[aa]; = Ay D, Zut, - : (809e) 


i=1 


fachung: 


(3094) 


N 2 r 27 
= piti ruf) AA Bi Ent +. 0000 


i=1 


Der Zählerwert [am] ergibt sich für eine Einzellast P im 
Abstande ¢ von Balkenmitte aus der Gleichung: 


TE 


CHE 
paete =a Y ER 


(Vgl. auch die Behandlung des Dweinelankbogens S. 287 ff.) 
Daraus SEH sich: 


mr: em 
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NB. Man kann dieses Ergebnis auch auf einfache Weise her- 
leiten, indem man die durch E-J dividierte Momentenfläche, d.h. 
die M_-Fläche als (parabolische) Belastungsfläche aufbringt und für 
diese Belastung das Moment an der Stelle £ ausrechnet (Mohrscher 


Satz). 
LAOT Ten 


Fig. 293. Fig. E 


Anmerkung: Wollte man in oo nur die Momente berücksichtigen, so 
würde sich ergeben: 


. 11) 


Für gleichmäßig verteilte Lasten p finden wir [am], indem 
wir in Gl. (310) P=p-dx setzen und über die belastete Strecke inte- 
grieren. Für eine Dees nach Fig. 294 würde sich also ergeben: 


\27 


SCH d (evt LS VI 
ed lf 4] (8 5—4 T) de 
Dies ergibt nach EEN Kiesch 


EPI 


Bei Belastung einer Trägerhälfte gd fb wird daraus: 


l : 
[am] =fr ....... GB) 
und bei Vollbelastung: 
3 
[am] = sa <... (BIZ) 


Aus den Gl. (312) bis (314) lassen sich die Resultate für be- 
liebige Streckenlasten leicht zusammensetzen. 


Anmerkung: Bei alleiniger Berücksichtigung des Wertes [aa], würde 
aus den letzten Gleichungen sich ergeben: 


T 1 pl? E Eck 
EEGENEN (815) 
für Streckenbelastung nach Fig. 294, 
BES... 
= pp EE (316) 
bei einseitiger Vollbelastung, 
a 1 
Ka VARERE SEE ZZ Z (317) 


bei Vollbelastung. 
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d) Der durch Hängegurtung armierte Balken (Hänge- 
brücke). Das in Fig. 295 dargestellte System ist nichts anderes als 


Fig. 295. 


ein armierter Balken, ist also ähnlich zu berechnen wie die vorher- 
gehenden Systeme, und zwar können wieder die Gleichungen (285) 
und (286) verwandt werden. Die infolge X, —=1 auftretenden Nor- 
malkräfte sind hier: 
pi 

SEET im Zuggurt, 

Vi, a = bg t DÉI G; 

L = 0: 

Der Balken AB wird also in diesem Falle lediglich durch 
Momente M, beansprucht, die hervorgerufen sind durch die Lasten V. 
Das Seilpolygon zu diesen Lasten mit einer Schlußlinie zwischen den 
Senkrechten durch A und B würde die Momentenfläche M, dar- 
stellen. Es ist ersichtlich, daß diese Momentenfläche in Fig. 295 ohne 
weiteres durch die Hängegurtung und die Linie 4’B’ gegeben ist. 
Es ist also hier: 

M, ig mE am Yie 


Der Wert ist negativ, da der Balken sich nach oben verbiegt. 

Es ist weiterhin zu beachten, daß die Normalkräfte sich auch 
über die außerhalb der Punkte A’ und B’ gelegenen Teile der Gurtung 
sowie über die Stäbe EC, CG, DF, DH erstrecken. Die Einflüsse 
dieser Normalkräfte betrachten wir am zweckmäßigsten gesondert. 

Da L, =0 wird, so fällt der in Gleichung (285d) gegebene Wert 
für Tool: fort, wofür ein Wert 


Za 3 1 
[aa] = 5 S," F 


eintritt, der den Einfluß der eben erwähnten Konstruktionsteile 
außerhalb A und B’ darstellt. Es wird also: 


ra wë EZ, 
ad=) {F U F Yr Me Lal EN bs E 
i=1 Kl k 


1 di 
un HENG) 


Die Absolutglieder ergeben sich nach Gleichung (286). 
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i=n 


[am] = u. A 


i=1 


Å; 


i 


o á a, 8 D ` d f 1 
Kai Man Lä, li ae (Hi gl Yn Pi Tr Vi Fat (319) 


Ze N, 


Bei parabelförmigem Gurt und gleichen Feldweiten å läßt 


sich in ähnlicher Weise wie unter c folgender einfacherer Ausdruck 
für [aa] finden. 


ER Mäe HY) yit [aa], (820) 


— 


S sasa bJ la, Kita ‚1 
= — f?l-- — Kë — 
le]=T;f TIZ Ten IT7; 


Als Zählerwerte [am] finden wir ge di gleichen Werte wie unter c, 


jedoch mit umgekehrten Vorzeichen, womit dann auch die Un- 
bekannten gegeben sind. 


$ 20. Rahmen mit Eckverstrebungen. 


Wir wollen noch einige Systeme besprechen, die teils an die 
vorher behandelten armierten Balken, teils an die rechteckigen Zwei- 
gelenkrahmen erinnern. Es sind die in den Fig. 296 und 297 dar- 
gestellten Rahmen mit Eckverstrebungen. 


Fig. 296. 


Die Unbekannte soll in beiden Fällen die Normalkraft in der 
rechten Eckstrebe sein. Die Momentenflächen für X = 1 (M Flächen) 
sind in Fig. 296 und 297 dargestellt. Normalkräfte treten nur in 
den Eckstreben (Z,) und in den Riegeln auf (L,), und zwar wird: 

= 1 beiderseits, 

Lim H, en 
Dieser Wert tritt auf zwischen den beiden Anschlußpunkten der 
Eckstreben, also in Fig. 296 auf der Strecke b, in Fig. 297 auf der 
Strecke b- 2a. — Andere Normalkräfte treten nicht auf. 

Ermittelt man mit diesen Angaben die Größe [aa], so findet 
man, wenn J, und J, die Trägheitsmomente von Riegel und von 
Stützen bedeuten: 
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[ d WEE avl) - za 28 az% 
| p ei cos’: (vgl. Fig. 296) { (321) 
Ah. ; 
Hm | 
[2 - em Hz Li e) cos’: (vgl. Fig. 297) } 


Der Zählerwert [am] 5 sich bei senkrechter Belastung der Riegel 
in gleicher Weise wie bei den in § 18,b behandelten armierten 
Balken. Es gelten also die dort 
angegebenen Gleichungen, wobei 
allerdings statt h der Wert h,-cosc: 
einzusetzen ist. 

Bei horizontaler Belastung des 
rechten Ständers hat dieser die 
Momente eines einfachen Balkens; 
der übrige Teil des Grundsystems 
hat, wie Fig. 298 zeigt, in diesem 
Falle gleichfalls Momente aufzu- 
nehmen. 

Diese sind abhängig von der 
s g Größe des oberen Auflagerdruckes 
Fig. 298. P’ des belasteten Ständers. Der 

Einfluß dieses Teiles ist: 


\ 


[amy =E} -m cose 12 DN W—2a-: |. 


Der Einfluß der Momente des belasteten Ständers ist für jede Be- 
lastung besonders nach den früheren Angaben in $1 zu ermitteln. 
Man kann dabei wieder die M,-Fläche des Ständers in zwei Teile 
zerlegen (s. Fig. 298) und den schraffierten Teil durch die Werte d 
ausdrücken. Der Rechnungsgang soll hier nicht weiter durchgeführt 
werden, da er an Hand der Unterlagen sowie der sonstigen Beispiele 
in diesem Bande leicht durchzuführen ist. 
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